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VOEREDE. 



JJieses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni- 
versitäts- Vorträgen, welche ich in Königsberg, Halle und 
Heidelberg über die analytische Geometrie- des Raumes ge- 
halten habe, um meine Zuhörer in die analytisch -geome- 
trischen Theorien einzuführen, und sie zu selbstständigen Un- 
tersuchungen in diesem Gebiete zu veranlassen. 

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Diffe- 
rential-Rechnung voraus. Zwar findet man am Ende der 
21., 22. und 23- Vorlesung einige Integral -Formeln von 
Lame und von Jacobi, jedoch lassen sich diese Stellen 
ohne Beeinträchtigung des Zusammenhanges auch über- 
gehen. Um aus der Geometrie der Kegelschnitte nichts 
mehr als die Elemente vorauszusetzen, ist in der 21. Vor- 
lesung das analytische Problem der Hauptaxen der Kegel- 
schnitte im Zusammenhange mit den confocalen Kegel- 
schnitten und den elliptischeh^Coordinaten nachgetragen 
worden. ' *> - 

Die Symmetrie neben ^de'r I)ualität der Behandlungs- 
weise, welche sich mit ibri?n CDafeeuenzen durch das ganze 
Buch hindurchzieht, wird zi$;i^icjweren Auffassung erheb- 
lich beitragen, und dasselbe vorzugsweise als ein Lehrbuch 
der genannten Disciplin empfehlen. 
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291. „ „ 4 v. o. Oberflächen statt Oberfläche. 

305. „ „ 7 v. o. Hyperbel statt Hyberbel. 

321. ,, „ 12 V. O. «20*12 «la^iO S**** «Ol *20 ~" «20*OI* 



Erste Vorlesiing. 
EiBLleitung. 



Die Aufgabe der analytischen Geometrie ist eine vierfache. 
Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen ersetzen, 
zweitens transforniirt sie diese Gleichungen in Formen, die sich 
für die geometrische Deutung eignen, drittens vermittelt sie den 
Uebergang von den transformirten oder gegebenen Gleichungen 
zu den ihnen entsprechenden Figuren. Da die transformirten 
Gleichungen aber aus den durch die Figur gegebenen Gleichun- 
gen folgen, so ist auch das geometrische Bild der transformirten 
Gleichungen, das ist eine zweite Figur, eine Folge der gegebe- 
nen. Diese Folgerung einer zweiten Figur aus einer gegebenen 
nennt man einen geometrischen Satz. -Sie lehrt also viertens mit 
Hülfe des Calculs auch geometrische Sätze folgern. 

Als Hülfsmittel zu den genannten Zwecken dient das Coor- 
dinaten-Sy Stern von Cartesius. Im engeren Sinne versteht 
man darunter drei auf einander senkrecht stehende feste Ebenen, 
Coordinaten-Ebenen. Die Schnittlinien je zweier von ihnen 
heissen Coordlnaten-Axen. Der den drei Coordinaten-Axen 
gemeinschaftliche Punkt wird der Anfangs -Punkt des Syste- 
mes genannt. 

Die drei von einem gegebenen Punkte auf die Coordinaten- 
Ebenen gefällten Lothe, Coordinaten des Punktes, sind durch 
die Lage des Punktes bestimmt. Umgekehrt wird die Lage des 
Punktes durch diese Lothc unzweideutig bestimmt sein, wenn 
nicht allein die Grösse, sondern auch die Richtung dieser, den 
Coordinatenaxen parallelen Lothe gegeben ist. 

Hesse, Anulyl. Geoiuelr. ^ 
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Um die Richtung der genannten Lothe zu definiren, denke 
man sicli, dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei vom 
Coordinatenanfangspunkte nach entgegengesetzten Richtungen aus- 
gehenden Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine , gleichviel 
welche, wird als die positive, die andere als die negative Rich- 
tung der Coordinatenaxe angenommen. So oft nun eines der drei 
Lothe der Richtung der ihm parallelen Cordinatenaxe entgegen- 
gesetzt ist', erhält es das positive Vorzeichen, im anderen Falle 
das negative. Nach diesen Festsetzungen hat jeder Punkt des 
Raumes seine hestimmteu Coordinaten, und jede drei reellen 
Grössen können als die Coordinaten eines bestimmten Punktes 
angesehen werden. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes im Räume be- 
zeichnet man mit den Ruchstaben a:, y, z. Die ihnen paral- 
lelen Coordinatenaxen weiden respective die x Axe , die y Axe, 
die z Axe genannt. Die Goordinatenebenen endlich werden durch 
zwei der genannten Ruchstaben bezeichnet nach den Coordinaten- 
axen, welche iti ihnen liegen. 

Man kann aber die Coordinaten eines gegebenen Punktes 
hoch auf eine zweite Art bestimmen, die in manchen Fällen den 
Vorzug verdient vor der angegebenen Restimmungsweise. Fällt 
man nämlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte auf 
die drei Coordinatenaxen, so sind die Abschnitte auf den Coor- 
dinatenaxen vom Anfangspunkte des Systems gerechnet den Coor- 
dinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass diese Ab- 
schnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven Seite der Axen, 
dagegen negativ auf der negativen Seite. Es steht daher auch 
frei diese Abschnitte als die Coordinaten des Punktes zu betrachten. 

Sind demnach a, b, c die Coordinaten eines gegebenen Punk- 
tes im Räume, so sind die drei Gleichungen: 

.r = a, ^= b, z = c ^ ^ 

der analytische Ausdruck des Punktes , und umgekehrt ist ein 
ganz bestimmter Punkt des Raumes das geometrische Rild für 
diese 3 Gleichungen in der Voraussetzung, dass a, b, c gegebene 
reelle Grössen bedeuten. Dieser Punkt liegt in der yz Ebene 
w enn a = o , er liegt in der z Axe wenif a = b = o , er 
ist endlich der Anfangspunkt des Coordinatensystems wenn 

a = b =rz c = 0, 
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Wenn also ein bestimmter Punkt im Räume das geometrische 
BUd ist jener drei Gleichungen , so drängt sich zunächst die Frage 
auf, welches das geometrische Bild sei einer dieser Gleichungen, 
ziun Beispiel der Gleichung: 

X = a. 

Die Coordinaten x,f/, z aller Pimkte, die in einer der yzEhene 
parallelen und von ihr um den Abstand a entfernten Ebene lie- 
gen, genügen dieser Gleichung und umgekehrt alle Punkte, de- 
ren Coordinaten dieser Gleichung genügen , liegen in der genann- 
ten Ebene. Aus diesem Grunde wird die angegebene Gleichung 
die Gleichung jener Ebene genannt. Sie ist der *analytische Aus- 
druck für die Ebene, weil die Coordinaten aller Punkte in ihr 
der Gleichung genügen, und die Ebene ist das geometrische Bild 
der Gleichung, weil alle Punkte, deren Coordinaten der Gleichung 
genügen, in der genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind 
y = b und z = c die Gleichungen zweier Ebenen , die von den 
Coordinatenebenen zx und xy um b und c abstehen und ihnen 
parallel sind. 

Die Coordinaten aller Punkte der Schnittlinie der beiden 
Ebenen y=b und z=c genügen zugleich den beiden Gleichungen: 

y=b, z = c 

und umgekehrt alle Punkte, deren Coordinaten den beiden Glei- 
chungen zu gleicher Zeit genügen, liegen in jener Linie. Diese 
beiden Gleichungen sind daher der analytische Ausdruck für jene 
Linie und umgekehrt. Die angegebenen beiden Gleichungen 
nennt man daher die Gleichungen der geraden Linie, in welcher 
^ch die beiden Ebenen schneiden. 

Wenn man diese Betrachtungen ausdehnt, so sieht man, dass 
eine Gleichung zwischen den Coordinaten x, y, z eines Punktes 
das Aequivalent ist für eine räumliche Fläche, Oberfläche; dass 
zwei Gleichungen derselben Art eine Curve, die Schnittcurve der 
beiden Oberflächen darstellen, von denen jede durch eine der 
genannten Gleichungen ausgedrückt ist; dass endlich drei Glei- 
chungen analytisch diejenigen Punkte darstellen, in welchen sich 
die drei durch die drei Gleichungen ausgedrückten Oberflächen 
schneiden. 
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Die Coordinaten eines Punktes sind auch unzweideutig durch 
irgend drei lineare Gleichungen zwischen diesen Coordinaten be- 
sd;immt. Die geometrische Bedeutung einer dieser linearen Glei- 
chungen ist die zunächst liegende Frage, deren Beantwortung in 
der nächstfolgenden Vorlesung erfolgen soll, nachdem wir einige 
Fundamental-Sätze und -Aufgaben vorausgeschickt haben, die hier 
und in der analytischen Geometrie überhaupt von häufiger An- 
wendung sind. 

(1) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten ge- 
' raden Linie auf eine unbegrenzte andere ist 
gleich*der begrenzten geraden Linie multlpli- 
cirt mi4; dem Cosinus des Neigungswinkels bei- 
der geraden Linien. 

V^enn man von den Endpunkten einer begrenzten geraden 
Linie Lothe fällt auf eine unbegrenzte, so ist das zwischen den 
Fusspunkten der Lothe liegende Stück der unbegrenzten geraden 
Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle der eine 
Begrenzungspunkt der erstem in der unbegrenzten geraden Linie 
liegt, ist der angegebene Satz nichts anderes als der Ausdruck 
der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks durch die Hypotenuse 
und den eingeschlossenen V^inkel. Um den Satz auf diesen Fall 
zurückzuführen, lege man zwei Ebenen durch die Endpunkte der 
begrenzten geraden Linie, senkrecht gegen die unbegrenzte ge- 
rade Linie. Das zwischen diesen Ebenen liegende Stück der un- 
begrenzten geraden Linie wird die gesuchte senkrechte Projection 
sein. Ihr gleich sind alle durch die beiden Ebenen begrenzten 
Stücke der mit der unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wählt 
man aber unter diesen parallelen Linien gerade die, welche durch 
einen Endpunkt der begrenzten Linie geht, und nimmt für die 
senkrechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stück 
dieser Linie, so hat man den erwähnten Fall. Denn man nennt 
Neigungswinkel zweier gegebenen geraden Linien, die sich nicht 
schneiden, den Winliel, der durch zwei gerade Linien gebildet 
wird, die den gegebenen parallel von ein und demselben Punkte 
ausgehen. Das sind hier die ^begrenzte gerade Linie und die 
mit der unbegrenzten parallelele Linie, welche durch den einen 
Endpunkt der ersteren geht. 
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(2) . . . Die senkrechte Projectioii einer begrenzten 

Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem 
Flächeninhalte nach gleich dem Flächeninhalte ' 
der begrenzten-Ebene ntultiplicirt mit dem Co- 
sinus des Neigungswinkels beider Ebenen. 

Wenn man von sämmtlichen Regrenzimgspunkten einer be- 
grenzten Ebene Lothe fällt auf eine andere unbegrenzte Ebene, 
so begrenzen die Fusspunkte der Lothe eine Figur in der un- 
begrenzten Ebene, die man die senkrechte Projection der be- 
grenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene durch 
gerade Linien in Dreiecke zertheilen kann, die als die Elemente 
der begrenzten Ebene zu betrachten sind, so braucht man den 
angegebenen Satz nur für ein Dreieck nachzuweisen, selbst nur 
für ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten Ebene pa- 
rallel ist. Denn das Dreieck lässt sich noch durch eine, durch 
eine Ecke desselben gelegte mit der unbegrenzten Ebene paral- 
lele Linie in zwei Elementardreiecke zerlegen, deren gemein- ' 
schaftliche Grundlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist. 

Ein solches Elementardreieck hat aber mit seiner senkrech- 
ten Projection gleiche Grundlinie und die Projection der Höhe 
ist die Höhe des projicirten Dreiecks. Die projicirte Höhe ist 
aber nach (1) gleich der Höhe des Elementardreiecks multiplicirt 
mit dem Cosinus des Neigungswinkels beider Höhen d. i. des 
Neigungswinkels beider Ebenen. Vergleicht man daher die Flä- 
cheninhalte des Elementardreiecks und seiner Projection aus- 
gedrückt durch Grundlinie und Höhe, so hat man den ange- 
gebenen Satz für das Elementardreieck. Nimmt man aber statt 
des Elementardreiecks die Smiime aller Elementardreiecke und 
statt der Projection des Elementardreiecks die Summe der Pro- 
jectionen def Elementardreiecke, so ergiebt sich der oben an- 
gegebene Satz. 

(3) . . . Wenn cc,ß, y die Winkel sind, die eine gerade Li- 

nie mit den Coordinatenaxen bildet, oder eine 
Ebene mit den Coordinatenebenen, so ist: 

cos'a -f- cos'|5 + cos^y = i. 

Eine Ebene bildet mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Ebenen dieselben Neigungswinkel als das Loth der Ebene 
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mit den drei auf einander senkrecht stehenden Schnittlinien je 
zweier von den drei Ebenen. Nach diesem Fuodamentalsatze aus 

• der Stereometrie braucht man den angegebenen Satz nur für eine 
gerade Linie nachzuweisen. Er gilt dann auch für eine Ebene. 

Da alle parallelen Linien dieselben Winkel mit den Coordi- 
natenaxen bilden, so kann man annehmen; dass die gerade Li- 
nie, von welcher der angegebene Satz handelt, durch den Anfangs- 
punkt des Coordinatensystems geht. Schneidet man nun auf die- 
ser vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes in der Richtung, 
in welcher sie mit den positiven Coordinatenaxen die genannten 
Winkel bildet, ein Stück ab, weiches gleich der Einheit ist, und 
legt durch den Begrenzungspunkt des Stückes drei den Coordi- 
natenebenon parallele Ebenen, so schliessen dic?se und die drei 
Coordinatcnebenen ein Parallelepipedum ein, dessen Diagonale der 
Einheit gleich ist. In einem rechtwinkhgen Parallelepipedum ist 
aber das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Quadrate 

• der drei von einer Ecke auslaufenden Kanten. Die Kanten des 
Parallelepipedums , welche von dem Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes ausgeheft, sind aber die Cosinusse der Neigungswinkel 
der Dfagonale mit ihnen. Hiernach ist der zu beweisende Satz 
nichts anderes als der analytische Ausdruck des oben angeführ- 
ten Satzes der Stereometrie. 

(4) . . . Die Entfernung D zweier durch ihre Coordina- 
ten x,y,z und x^^yy^z^ gegebenen Puncte wird 
durch die Gleichung bestimmt: 

2>' ^ [x - x,Y +[y- y,y + {z - z,)\ 

Die senkrechten Projectionen der beiden Punkte auf die Coor- 
dinatenaxen begrenzen auf denselben Stücke , die den Coordinaten 
dieser Punkte gleich siijd. Es sind demnach: 
X — Xi, y — yx, z — Zi 
die senkrechten Projectionen der Verbindungslinie D der beiden 
duich ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Nach Satz (i) kann 
man diese Projectionen auch ausdrücken durch: 

i> cos a, 2> cos |5, D cos y, 
wenn et, ß, y die Winkel bedeuten, die die Linie B mit den Coor- 
dinatenaxen bildet. Man hat daher: 

2> cos a = ar — a:, , D coa ß = y — y, , D cosy = z — *«j. 



.,• 
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Quadrirl man diese Gieichungeii , so erlrält man durch Addition mit 
Rucksicht auf (3) die Gleichung (4). 

(5) . . . Wenn^/de n Flächen in halt cinerbe grenzten ebe- 
nenFigurund^, ^»CdieFlach eninh alte der sen 1^- 
rechtenProjectionen derselben bedeuten auf die 
drei Coordinatenebenen, so ist: 

J^ =::= J^ + B^ + C^. 

Denn man hat nach (-2) : , 

J cos a r= A^ A cos ß = B, J cosy = C , 

wenn a, ß, y die Neigungswinkel sind der Ebene, in welcher die 
begrenzte Figur Uiegt, zu den Coordinatenebenen. Quadrirt man 
aber diese Gleichungen und addirt sie, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (3) die Gleichung (5). 

Wenn man drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
durch irgend eine vierte schneidet , so schliessen die vier Ebenen 
eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den sie begren- 
zenden Dreiecken nennt man das in der vierten Ebene hegende 
das Hypothenusendreieck . die drei anderen die Katbetendreiecke. 
Letztere sind die senkrechten Projectionen des Hypothenusen- 
dreiecks auf die drei auf einander senkrecht stehemlen Ebenen. 
Man hat daher den Satz : 
„In einer dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das Quadrat 
„des Hypothenusendreiecks gleich der Summe der Quadrate der 
„Kathetendreiecke". 

(6)... Wenn tt,ß,y die Neigungswinkel sind, die eine 
gerade Linie im Räume mit den Coordinatenaxen 
bildet, or„/3i,y, die entsprechenden Neigungswin- 
kel einer anderen geraden Linie, und v der Win- 
kel, den die beiden geraden Linien mit einan- 
der bilden, so ist: 

jCos V = cos a cos a, + cos jS, cos ß^ + cos y cos y,. 

Da es sich nur um die Richtung der geraden Lhiie handelt, 
so kann man annehmen , dass beide gerade Linien von dem Coor- 
dinatenahfangspunkt ausgehen. Trägt man auf jede derselben in 
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der Richtung, in der sie die genannten Winkel mit den positiven 
Coordinatenaxen bilden, ein Stück gleich der Einheit auf, und 
verbindet die Endpunkte dieser Stücke durch eine gerade Linie; 
so hat man ein gleichschenkliges Dreieck. Das Quadrat der un- 
gleichen Seite D dieses Dreiecks, deren Endpunkte die Coordina- 
ten haben cos er, cos ß, cos y und cos a^, cos j5j, cos y„ lässt sich in 
doppelter Weise ausdrücken. Einmal nach Satz (4) wie folgt: 

2>* = (cos a — cos a,)* + (cos ß — cos |5,)* + (cos y — cos y,)* 

das andere Mal durch die beiden Seiten des Dreiecks und den 
von ihnen eingeschlossenen Winkel v: 

D* = 2 — 2 cos V. 

Setzt man diese beiden Werthe von 2>' einander gleich, so erhält 
man mit Rücksicht auf (3) die Gleichung (6). 

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten der 
Gleichung von der Einheit ab, so erhält man: 

sin^v = 1 — (cos a cos a, + cos ^ cos j5, + cos y cos y,)* 

oder mit Rücksicht auf (3): 

- sin*/i; = (cas*a + cos*^ + cos*y) (cos*a, + cos'jJj + cos*y,) 
— (cos a cos a, + cos ß cos j5, + cos y cos yi)*, 

welche Gleichung sich leicht in die elegantere Form bringen lässt: 

(7) sin't; -— (cos ß cos y, — cos ß^ cos y)' 

+ (cos y cos or, — cos y, cos er)* 
+ (cos a cos jSj — cos a^ cos |5)*. 

Alle Theile dieser Gleichung haben eine geometrische Be- 
deutung, mit deren Berücksichtigung sich die Gleichung auch 
aus (5) herleiten lässt. 

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Dreieck in der 
xy Ebene , dessen Spitze in dem Anfangspunkte des Coordinaten- 
systemes liegt. Die Coordinaten der beiden anderen Ecken des 
Dreiecks seien x,y und a:, , y,. In dieser Voraussetzung findet 
man den doppelten Inhalt, 2 /i, des Dl'eiecks : 

(8) 2^^ =5a:y, — x^y. 
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Die senkrechte Projection des vorhin erwähnten gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die xy Ebene ist ein Dreieck, dessen 
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemes liegt. Die 
Coordinaten der beiden anderen Ecken sind: cos er, cos /? und 
cos ce^ /cos /5,. ' Es ist daher 2C = cos a cos |3, — cos cc] cos ß der 
doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks. Die doppelten Flächen- 
inhalte 2A, ^B, 2 6' der senkrechten Projectionen des gleich- 
sch^kligen Dreiecks auf die drei Coordinatenebenen sind daher,: 

^A.= cosß cosyi — cos/5, cosy, 
2^ = cos y cos of, — cos yi cos cc, 
2 C = cos « cos ßi — cos «1 cos ß, 

während der doppelte Inhalt 2 J des gleichschenkligen Dreiecks 

««*st is^- 2^ = sini;. 

(9) . . . Den körperlichen Inhalt IT einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, wenn die Kanten r^ri^r^ 
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide 
zusammenstossen, und die Winkel a, cr„ or,, die 
diese Kanten einschliessen. 

Der doppelte Inhalt der Grundfläche der Pyramide, gebildet 
von den beiden Kanten r, r^, die den Winkel er, einschliessen, ist: 

rr^ sfti Uf, 
Die Höhe der Pyramide ist: 

Tg sin ofi sin A, 
wenn A der Neigungswinkel der beidien Seitenflächen der Pyra- 
mide ist, welche sieh in der Kante r schneiden. Man hat daher : 
QTI -= r ti r2 sin A sin a^ sin or,. 

Es bleibt noch übrig den. Sinus des Neigungswinkels A der 
beiden Seitenflächen der Pyramide auszudrücken durch die Win- 
kel a, cTj, er,. Zu diesem Zwecke beschreibe man um die in Rede 
stehende Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine Kugel mit dem 
Radius == l . Auf der Kugejoberfläche schneiden die drei in dem 
Mittelpunkte der Kugel zusammenlaufenden Seitenflächen der Py- 
ramide ein sphärisches Dreieck ab, dessen Seiten sind a, «,, a,, 
von denen die beiden letzteren er, und a^ den Winkel A' ein- 
schliessen. Alsdann hat man: 

cos er = cos of, cos or, -{- sin crj 'sin or, cos A. 
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Setzt iiiaii den durch diese Gleichung bestimmten Werth 
von cos A ein in : 

6 IZ == r Ti r, sin «i sin or, ]/{l — cos'-^) , 
so erhält man : ' 

,. . ^ TT »/( I — cos*« — cos'cf, — cos*a, \ * 

(10) . . . 6 TT = r rj r, ^^ , ^ * M • 

A \ + 2cosa cos cirjTos ofj ' 

Man kann diese Gleichung auch in folgende elegantere Form 

bringen : 

sin — 5 — ^ — ~ . sm — ii— «rr 2 

sin ^^«^±^. sin 

woraus man den bekannten Ausdruck für den doppelten Inhalt eines 
ebenen Dreiecks erhält, gebildet von den Seiten a, a,,«,, wenn man 
annimmt, dass diese Seiten unendlich klein und r=rj = r2=l. 
Denn man hat unter dieser Voraussetzung eine dreiseitige Pyra- 
mide, deren Grundfläche das ebene Dreieck und deren Höhe = l. 
Die angegebenen Ausdrücke für den 6 fachen Inhalt der drei- 
seitigen Pyramide be>veisen zugleich folgenden Satz: 

(12) . . . Zwei dreiseitige Pyramiden, welche zwischen 

denselben in einer Ecke zusamihenstossenden 
Kanten beschrieben werden, sind ihrem kör- 
perlichen Inhalte nach einander gleich, wenn 
das Product der drei Kanten in der einen Py- 
ramide gleich ist dem Productder entspre- 
chenden Kanten in der anderen Pyramide. 

(13) . . . Den körperlichen Inhalt einer dreiseitigen Py- 

ramide zu bestimmen, deren Spitze in dem.An- 
fangspunkte des Coordinatensystemes liegt, 
während die übrigen Ecken durch ihre Coor- 
dinaten gegeben sind. 
Wir beginnen die Auflösung dieser Aufgabe mit der Dar- 
stellung des Inhaltes /l eines in der a:y Ebene gelegenen Drei- 
ecks durch die Coordinaten seiner Ecken. Legt man in eine der 
Ecken des Dreiecks den Anfangspunkt eines neuen dem ersteren 
parallelen Coordinatensystems und bezeichnet in diesem die Coor- 
dinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks mit gg ly« 'ind 1, 1/3, 
so hat man nach (8) : ^ , ^ . 

^^ 2^ = 12^3 — 13^2. 
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Sind nun die gegebenen Coordinaten der drei Ecken des 
Dreiecks in dem ursprunglichen Coordinatensystem respective: 

Ai Bi , A2 B^y A^ Bs , 
so hat mau: 

St = -^t — -^i * Sa = -^3 ^i> 
% = ^2 — ^1 > Vs '= B^— B^. 

Setzt man diese Werthe in den für den doppelten Inhalt des 
Dreiecks angegebenen Ausdruck, so erhält man: 

(14) . . . 2^ = {A,B,--A,B,) + {A,B,- A,B,) + {A,B,-- A,B,), 

Denkt man sich nun die von der Spitze auslaufenden Kanten 
der gegebenen dreiseitigen Pyramide durch eine der xy Ebene 
parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene eine neue Py- 
ramide begrenzt von demselben körperlichen Inhalte als die ge- 
gebene, und nimmt an, dass die Ecken der neuen Pyramide die 
Coordinaten haben A^B^Ci, A^B^C^, A^B^C^, wobei zu bemer- 
ken ist , dass : . 

so hat man: 

6JI= {AiB^ - A^B^)C, + [A^B, - A,B,)C^ -f {A,B,- A^B,)C,. 

Die drei von der Spitze ausgehenden Kanten der gegebenen 
Pyramide seien r„ r„ r,, die ihnen entsprechenden Kanten der 
zweiten Pyramide seien (>„ (>„ pj. Alsdann hat man folgende Re- 
lationen: 

j — 9l Y A £2r A .^3f 

'1 '2 '3 

' ^1 " * ^2 ^3 

p 9i 7 n 92 y p P3 7 

wenn Xy F, Z, , X^ F, Z, , X^ Y^ Z3 die Coordinaten der drei Ecken 
der gegebenen Pyramide bedeuten. 

Setzt man diese Werthe für die verschiedenen Grössen A,B,0 
in den gefundenen Ausdruck von 6/7 und berücksichtigt, dass 
nach (12) r, r, rs -^ (>, (>, ^3 , weil die beiden Pyramiden der Vor- 
aussetzung nach gleichen Inhalt haben, so erhält man: 

(15) . . . 677= (^,F3-Z3P,)z,+(jr3F,-z,F)z,.+(;r,F,-;r,F,)Z3. 
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(16) . . . Den körperlichen Inhalt 77 irgend eines Te- 

traeders durch die Coordinaten der vier 
Ecken auszudrücken. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergicbt sich aus dem Vorher- 
gehenden. Denn wählt man ein Coordinatensystem dem vorigen 
parallel , in Rücksicht auf welches die Coordinaten der Spitze der 
dreiseitig<in Pyramide sind Xy y, z und die Coordinaten der übri- 
gen Ecken x^ y, Zi , »Tg y^ ^i* ^z Vi ^3 1 ^o hat man folgende Re- 
lationen : 

(17) . . . . F, = yi — y,. Y^ = y^ — y, Yj,= y^— y, 

Zi = Zi — Z, Zj =?=: Z, — Z, Z^^= Z^ — Z, 

Man braucht ilur diese Werthe (17) in (15) einzusetzen, um 
den gesuchten Ausdruck für den 6 fachen Inhalt des Tetraeders 
zu erhalten, ausgedrückt durch die Coordinaten der vier Ecken: 
0,1,2,3. 

Um eine Einsicht in diesen weiten Ausdruck von 611 zu er- 
halten, der vollständig entwickelt 24 Glieder umfasst, von welchen 
die eine Hälfte das positive, die andere das negative Vorzeichen haben, 
gehen wir zurück auf den analog gebildeten Ausdruck (14) für 
den doppelten Inhalt des Dreiecks. Derselbe ändert sein Vorzei- 
chen, wenn man zwei Ecken des Dreiecks mit einander ver- 
tauscht. Daher giebt die Gleichung (14) nicht den absoluten 
Werth des doppelten Inhaltes 2J des Dreiecks, sondern sie giebt 
den doppelten Inhalt des Dreiecks mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen je nach der Rezeichnung der Ecken. Dasselbe 
gilt auch von (8) und (15). Dasselbe gilt auch von dem Aus- 
druck des 6 fachen Inhalts des Tetraeders durch die Coordinaten 
der Ecken. Dieser Ausdruck ändert nämlich sein Vorzeichen, 
wenn man zwei von den drei Ecken 1, 2, 3 mit einander vertauscht. 
Da die gelöste Aufgabe (16) aber eine symmetrische ist in Rück- 
sicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird auch das Re- 
sultat ein symmetrisches sein müssen, in der Art, dass, was von 
zwei bestimmten Ecken gilt, auch für irgend zwei gelten muss. 
Vertauscht man also in dem erwähnten Ausdrucke von 611 die 
Coordinaten irgend zweier von den vier Ecken des Tetraeders, 
so ändert derselbe nur sein Vorzeichen. 
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Dieser Ausdruck von 6il i§t ferner linear in Rücksicht auf 
die Coordinaten des Punktes 1 , ebenso in Rücksicht auf die Coor- 
dinaten des Punktes 2 oder 3. Obwohl er scheinbar von der 
dritten Ordnung ist in Rücksicht auf die Coordinaten des Punk*- 
tes 0, so vdrd er in der Entwickelung auch in Rücksicht auf 
diese Coordinaten linear sein inüssen. Er ist also linear in Rück- 
sicht auf die Coordinaten 'einer, gleichviel welcher. Ecke des 
Tetraeders. 

Denkt man sich die drei Ecken ], 2, 3 des Tetraeders gege- 
ben, die Ecke aber variabel, so verschwindet 6 il jedes Mal, 
wenn die variable Ecke in die durch l, 2, 3 gelegte Ebene fällt. 
Umgekehrt wenn 6 12 verschwindet, so liegt die variable Ecke in 
der genannten Ebene. Es ist demnach : 

(18) 6 JI = 

der analytische Ausdruck, die Gleichung, der Ebene, die durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht, und umgekehrt, ist die 
genannte Ebene das geometrische Bild jener Gleichung. 

Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernach als eine lineare 
dar fa der Form : 

(19) .... . . Ax + By +Cz + i>'= o. 

Es entsteht aber die Frage, ob aiich jeder Gleichung von dieser 
Form als geometrisches Bild derselben eine Ebene im Räume 
entspricht. Diese Frage würde man dadurch beantworten kön- 
nen, dass man. nachwiese, wie jeder lineare Ausdruck der Coor- 
dinaten mit einem zu bestimmenden Factor multiplicirt sich auf 
die angegebene Form 6il zurückführen lässt. Allein da der Aus- 
druck en nicht einfach genug, ist, so werden wir den angedeu- 
teten Weg zur Beantwortung der angeregten Frage verlassen, in- 
dem wir sie in der folgenden Vorlesung von einem anderen Ge- 
sichtspunkte aus wieder aufnehmen. 
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Zweite .Vorlesung« 
Die Ebene im Räume. 



Wenn man in irgend einem Punkte einer gegebenen Ebene 
auf derselben zwei gleich grosse Lotfie nach den entgegengesetz- 
ten Seiten von der Ebene errichtet, so ist es eine charakteristi- 
sche Eigenschaft eines beliebigen Punktes p der Ebene, dass die 
Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten q, q der beiden 
Lothe einander gleich sind. Denn von keinem andern Punkte 
ausserhalb der Ebene gilt dasselbe. Drückt man daher diese 
Eigenschaft durch eine Gleichung aus, so wird man die Gleichung 
der Ebene haben. 

Der Kürze wegen kann man annelunen, dass der Punkt q 
der Anfangspunkt sei des Coordinatensystemes, welches zum Grunde 
gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhält man den Punkt q, 
indem ma(i vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes auf die 
gegebene Ebene ein Perpendikel fällt und dieses Perpendikel um 
sich selbst über die Ebene hinaus verlängert. Der EndpiAkt q 
difeser Verlängerung habe die Cöordinaten a, 6, c, der beliebige 
Punkt p der Ebene habe die Cöordinaten x,y,z. Drückt man 
nun die Gleichung [pqf = [pqf durch die gegebenen Cöordina- 
ten der Punkte nach (4) der ersten Vorlesung aus, so erhält man 
die Gleichung der Ebene: 

{\) ... a^ + y' + z'=^[x- af+ [y - hf + [z - c)^. 

welche auf folgende zurückfuhrt: 

[H) . . . ax + hy + cy ^ ^ ~ ^• 

Man ersieht hieraus, dass jede Ebene durch eine lineare 
Gleichung zwischen den Cöordinaten eines beliebigien Punktes in 
ihr ausgedrückt wird. 

Es ist aber auch umgekehrt jede lineare Gleichung : 

(3) Ax + By + Cz + D = 

der analytische Ausdruck einer Ebene im Räume. Diese Be- 
hauptung wird sich dadurch rechtfertigen, dass man nachweiset, 
wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden kann. 
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Denn da (2) wieder auf (i) zurückffdirt, so wird man die auf (l) 
zurückgeführte Gleichung (3) als den Ausdruck jener charakte- 
ristischen Eigenschaft der Ebene auffassen können. 

Multiplicirt man die Gleichung (3) mit einem noch unbestimm- 
ten Factor fi und setzt die Coefficienten gleicher Variabein landen 
Gleichungen (2) und (3) einander gleich, so erhält man folgende 
vier Gleichungen zwischen den vier Unbekannten (i, a, b, c: 

woraus man durch Auflösung nach den Unbekannten erhält: 
— 2/> 

— 2DA 



b = 






^ ~ A^ + B' + C* 
Hiernach fuhrt die mit dem Factor fi muUiplicirte Gleichung (3) 
zurück auf (2), in welcher a, ft, c die angegebenen Werthe haben, 
und die Gleichung (2) schliesslich auf (i). 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten A, B, C, D 
wird die alljgemeine Form der Gleichung einer Ebene 
genannt zum Unterschiede von der zunächst folgenden, die in 
vielen Fällen grosse Vortheile gewährt. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man, wenn man in 
(2) statt der Coordinaten des Punktes q die Winkel a, ß, y ein- 
fuhrt, welche das vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes ge- 
fällte Loth mit den Coordinatenaxeii bildet, und den senkrechten 
Abstand ö der Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt. Proji- 
cirt man zu diesem Zwecke die Verbindungslinie des Coordinaten- 
anfangspunktes und des Punktes q auf die Coordinatenaxen , so 
erhält man die Coordinaten des Punktes q, oder nach (I) der er- 
sten Vorlesung: 

a = 20 cos cc, b = 20 cos ß, c = 2<Jcosy. 

Setzt man diese Werthe von a, b, c in (2), so erhält man mit 
Rücksicht auf {^) der ersten Vorlesung : 

(4) X cos a + g cos ß •}• z cos y — (5 =' o. 
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Diese Form der Gleichung wird die Normal form der 
Gleichung (1er £hene genannt. In. ihr bedeuten a, ß, y die 
>iVinkel , welche die Normale der Ebene mit den Coordinatenaxen 
oder, was dasselbe ist, die Winkel, welche die Ebene mit den 
Coocdinatenebenen bildet, und S den senkrechten Abstand der 
Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt , der immer positiv an- 
genommen wird. 

(5).... Die gegebene Gleichung einer Ebene in der 
allgemeinen Form ist zurückzuführen auf die 
Normalform, oder, was dasselbe ist, die Win- 
kel sind zu bestimmen, welche die Normale 
der Ebene mit den Coordinatenaxen bildet, 
und der senkrechte Abstand der Ebene von 
dem Coordinatenanfangspunkt. 

Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben Ebene sind, so 
können diese Gleichungen sich nur durch einen Factor von ein- 
ander unterscheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung (3) 
mit einem Factor (i, ao wird sich derselbe so bestimmen lassen, 
dass die Gleichungen (3) und (4) Glied für Glied übereinstimmen. 
Man hat daher: 

|M,^ = coscir, fiB = tos ß,. fiC=cosy, fiD = — d. 

Aus (tiesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung der 
bekannten Gleichung cos*a + cos*/3 + cos*y c= 1 die 5 Unbekann- 
ten a, ß, y, d, fi berechnen und erhält: 

A 



cosa = 



cos/5 == 



B 



cosy s 



C 



(J = 



^ = 






— 1 



+ K(^2+Ä2-f C«) 



Da <J in der Gleichung (4) als eine positive Grösse betrach- 
tet wird, so hat man der Quadratwurzölgrösse y(A^ + ^* + C^) 
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in aUen Formeln das entgegengesetzte Vorzeichen von D zuzuerthei* 
len. Zu bemeriien ist hier noch der Factor u = — — ^ — ^^^ » 

durch welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der Ebene 
auf die Normalform (4) zurückgeführt wird. 

Man kann noch folgende Form der Gleichung einer Ebene 
hervorheben : 

(6) ......... -+^ + -- 1--0, 

die bemerkenswerth ist wegto der einfachen Bedeiftung der Con- 
stanten m^n, p in ihr. Man erkehnt nämlich leicht» dass diese 
Grössen die von der Ebene auf den Coordinatenaxen abgeschnitte- 
nen Stücke ausdrücken. 

Da.nadi(5) die allgemeine Form der Gleichung einer Ebene, 
unter welcher auch die Form (6) begriffen ist, sich auf die ein- 
fachste Weise auf die. Normalform zunickführen lässt, so kann 
man ohn^ der Aligemeinheit der Betrachtungen Eintrag zu thun, 
letztere als die gegebene betrachten, wie in folgender Aufgabe: 

(7) . . . Den senkrechten Abstand d eines durch seine 

Coordinaten X, Y, Z gegebenen Punktes P von 
einer durch ihre Gleichung in der Normal- 
f:orm gegebenen'Eb'ene zu ermitteln. 

Da man den senkrechten Abstand des Coordinatenanfangs* 
Punktes von der Ebene nach (5) unter allen UmstSnden al^s po- 
sitiv zu betrachten hat, so wird der senkrechte Abstand eines 
Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ sein, je 
nachdem dieser Punkt mit dem*€oo]|^^atenanfangspunkt auf der- 
selben. Seite der Ebene, oder auf der entgegengesetzten liegt. 
Nimmt man daher, um einen bestimmten Fall vor Augen .zu ha- 
ben, an, dass der Punkt P tnit dem Coordinatenanfangspunkt auf 
derselben Seite der durch ihre Gleichung: 

X cos a + y cos ß + z cos y — <J = 
gegebenen Ebene liege, und legt eine Ebene parallel der gege- 
benen durch den Punkt P, so wird ihre Gleichung: 
o; cos a + y cos j3 + 2; cos y — (T- = 0, 
indem J'den senkrechten Abstand dieser Ebene von dem Coordinaten- 
anfangspunkt bedeutet; und da der Punkt P in ihr liegt, so hat man : 
X cos cc + Ycosß -f- Zcosy — d' r— 0. 

Hesse, Analy t. Geomelr. 2 
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Der senkrechte Abstand ä dps Punktes P von der Ebene ist: 

Setzt man in diese Gleichung für d' den Werth aus der vorher- 
gehenden, so erhält man: 

— J = X cosct •\- Fcos /5 + ^ cos y — ö. 
Dieses Resultat lässt sich in Worten al^o wiedergeben : 

(8) . . . Wennman den linken Theil einer in der Normal- 

form (4) gegebenen Gleichung einer Ebene yon 
ihrem rechten Theile, der = ist, trennt , so 
druckt jener den negativen senkrechten Ab- 
stand des durch die Coordinaten .r, y, z gegabe- 
nen Punktes von der Ebene aus. 
Darauf gestützt kann man die Bedingung leicht angeben, un- 
ter welcher ein Punkt p von zwei gegÖ)enen Ebenen gleich weit 
absieht. Denn bezeichnet man mit den Symbolen A und A^ die 
Ausdrücke: 

(9) . . . . ^ ^ a: cos or + y cos j3^ -f 2; cos y — d, 

Ai ^ X cos «I + y cos ßi + z cos y, — d, , 

so sind — A und — A^ die senkrechten Abstände des duixh die 
Koordinaten or, y, z gegebenen Punktes p von den beiden gegebe- 
nen Ebenen A = und ^, t= 0. Mithin ist: 

(io) ........... .^ — ^,.= 

die . gesuchte Bedingung. Dieses ist aber die Gleichung einer 
Ebene. Daher beschreibt der Punkt p, dessen senkrechte Ab- 
stände von zwei gegebenen Efienen gleich sind, w ieder eitte Ebene. 
Nun weiss man aber, dass. der geometrische Ort des Punktes p 
die Ebene ist, welche den Neigungswinkel halbirt, den die gege- 
benen Ebenen mit einander bilden. Mithin ist die Gleichung (10) 
die Gleichung dieser Halbirungsebene. 

Ebenso erhält man die Bedingung für den Punkt p, dessen 
senkrechte Abstände von den beiden gegebenen Ebenen gleich, 
aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind: 

(11) ' A + Ai = o. 

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den zwei- 
ten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel halbirt. 
Die beiden Ebenen (10) und (l l) stehen auf einander senkrecht. 
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Man braucht daher nur die 4^1eichuiigeii z^^eier Ebenen auf diese 
Form zurückzuführen, tun dadurch nachzuweisen, dass die Ebenen 
in einem vorliegenden Falle auf einander senkrecht stehen. Die 
gemachten Bemerkungen fassen wir aber als Satz also: 

(12) . . . Wenn u4-- und -4, == die Gleichungen zweier 

gegebenen Ebenen in der Normalform sind, 
so sind Ä — Ai = o und A + ^| = o die G-lei - 
chungen der Ebenen, welche die Neigungs- 
winkel der gegebenen Ebenen halbiren. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen (10) und (II), welche 
durch die Schnittlinie, der beiden gegebenen Ebenen ^ = o und 
^, = o hindurchgehen, sind zusämmm engesetzt aus diesen beiden 
Gleichungen^ Diese Bemerkung lässt sich erweitern durch fol- 
genden Satz : 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreier Ebe- 

nen in irgend einer Form ü=o, L\^:=^o, üf=o 

die Identität obwaltet: 

kü + k^üi + k^ü^=o, 

so schneiden sich die drei Ebenen in ein und 

derselben geraden Linie. 
Denn auf Grund dieser Identität verschwindet f7, für alle Werthe 
der Variabein , welche den Gleichungen ü = o und ü^ ■= o zu- 
gleich genügen , das ist für die Coordinaten 'aller Punkte In der 
Schnittliitüe der beiden Ebenen ü= o. und 17, =r=r o;*V*'elches 
eben beweiset , dass sämmtlicJie Punkft der Schnittlinie in der 
Ebene üi = o liegen. ^ 

Dehnt man (Hesen Satz noch weiter aus, so erhält man foP- 
genden : 

(14) . . . Wenn 'zwischen den Gleichungen von vier 

Ebenen jn irgend welcher Form ü=o» üt=^o, 
I/',==o, üi= die Identität statt findet': 

• kU+ k,ü,+.k^ü^+ k,ü,= 0, 
so schneiden sich die vier Ebenen in ein und 
demselben Punkte., 

Für die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen 
ü ^-= 0, üi = 0, U^= werden diese Gleichungen zugleich er- 
füllt. Setzt man die Werthe dieser Coordinaten in die Identität, 

2* 
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so sielit man, dass aucn der Gleichung U^--. o genügt wird, das 
lieisst, der Schnittpunkt liegt in der Ebene U^= o. 

Diese beiden Sätze bieten die Mittel > auf eine leichte Art 
naclizuweisen , dass gewisse Ebenen sich in ein und derselben 
geraden Linie schneiden , oder dass gewisse Ebenen durch einen 
und denselben Punkt hindurchgehen, wie dieses in den fol- 
genden Betrachtungen klar hervortreten wird. 

Es seien die Gleichungen von irgend drei Ebenen in der Nor- 
malform gegeben: 

Aq = , Ax = , -<^f= 0. 

Diese Ebenen zertheilen den Raum in 8 Fächer, von welchen wir 
das Fach ins Auge fassen wollen , in welchem der Coordinaten- 
anfangspunkt . liegt. Die Haibirungsebenen der Neigungswinkel 
von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich nach (12) also dar : 

Ai — A2 =■ 0, A2 — ^0^^^ ^» -^0 — -^1 ^^^ ^' 

Da die Summe der Unken Theile dieser Gleichungen iden- 
tisch gleich ist, so folgt hieraus nach (13), dass die sie dar- 
stellenden drei Ebenen sich in ein und derselben geraden Linie 
schneiden. 

Um diesem Satze eine bequemere Fassung zu geben , be- 
schreibe man eiife Kugel um den Schnittpunkt P der gegebenen 
drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Radius = 1, und projicire 
die 6 Ebenen auf die Kugeloberfläcjie. Die drei gegebenen Ebe- 
nen, welcKe das Fach bilden, schneiden dann auf dei* Kugelober- 
fläche ein sphärisches Di^eck ab, und die Projectionen der drei 
anderen Ebenen auf die Kugeloberfläche, welche die Winkel des 
Dreiecks halbiren, haben nach dem Vorhergehenden die Eigen- 
schaft, welche der folgende Satz angiebt: 

Die. grössten Kreise, welche die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbiren, schneiden sich in ein 
und demselben Punkte. 

Wenn man auninunt, dass das sphärische Dreieck nur einen 
unendlich kleinen Theil der Kugeloberfläche umfasse , so kann 
man dasselbe als ein ebenes betrachten und den angegebenen Satz 
auf €an ebenes Dreieck übertragen. 

Die Gleichungen der drei Ebenen, welche die äusseren Nei- 
gungswinkel des Faches halbiren, sind nach (12) 

A + At=o, A^-i- A^:=o, A^+ Aiz= 0. 
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SteUt man die linken Theile der beiden ersten Gleichungen 
zusammen mit dem linken Theile der dritten vorhin angegebenen 
Gleichung, so bemerkt man, dass 

^ (A, + A,) - {A, -H A,) + {A, - A) = 0, 

woraus mI^ vorhin durch Uöbertragung auf die Kugeloberfläche 
der Satz hervorgeht: 

Die Halbirungslinien zweier äusserer und des 
dritten inneren Winkels eines sphärischen Dreiecks 
schiieidisn sieh in einem und demselben Punkte. 

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich nicht ver- 
schieden. Denn betrachtet man das sphärische Dreiejik, welches 
von den Verlängerungen zweier Seiten und der dritten Seite des 
gegebenen Dreiecks gebildet wird, so sind 4ie Halbirungslinien 
der inneren Winkel • dieses Dreiecks die Halbirungslinien zweier 
äusseren und eines inneren Winkels des gegebenen Dreiecks. 
Man kann ihn aber auch auf die Ebene übertragen, in welchem 
Falle er in der That eine neue Eigenschaft des Dreiecks erken- 
nen lässt. 

Betrachten wir endlich die durch die folgenden vier Glei- 
chungen analytisch dargestellten Ebenen: 

A^+ Ai + A^i==o, 

— ^0 -1- ^, -f- ^, = , 

^0 — ^1 + ^2 = , 

Aq+ Ay — A^r=: 0^ 

so ist aus (14) ^^chtlich, dass diese vier Ebenen sämmtlich durch 
den Punkt jP gehen. Die erste von diesen Ehenen geht nach (13) 
durch die Schnittünie von A^ = o und ^^i . +• A^ =^ o , ^enso* 
durcl;! die Schnittlinie von ^, = ^ und A^ + A^ =:^ o und die 
Schnittüoie von A^ = o_und Aq+. Ay = o. Es ist also eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft dieser drei Schnittlinien, dass sie auf 
ein und derselben Ebene liegen. Ebenso liegen auf der zweiten 
Ebene die Schnittlinien der Ebenenpaare ^^ = o und A^ +At :^ o, 
Ai = o und ^, — ^0 = 0, A^ = ö- und ^^^ — -<4, = o. Die ana- 
logen Eigenschaften der beiden letzten Ebenen ergeben sich hier- 
nach von s^bst. Uebertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberfläche« 
drücken diese Eigenschaften folgende Sätze aus: 
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Die Halbirungslinien der drei äusseren Winkel ei- 
nes sphärischen Dreiecks 'schneiden die gcgenfiber- 
liegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, welche 
in einem grössten Kreise liegen. 

Die tialbirungslinien zweier inneren Winkel und 
des dritten äusseren Winkels eines sphärischen Drei- 
ecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei 
Punkten, die^auf einem grössten Kreise liegen. 

Diese Sätze kann nrtan wieder auf das ebene Dreieck über- 
tragen. 

Sätze auf der Kugeloberfläche lassen sich leicht verdoj^eln 
durch Anwendung eines Principes, welches wir das Prlncip der 
Kugel nennen wollen und welches sich stützt auf die Bemer- 
kungen : 

(15)... Die Pole der grössten Kreise auf der Kugel - 
Oberfläche, welche sich in ein und demselben 
Punkte schneiden, liegen auf einem grössten 
Kreise, und die grössten Kreise, deren Pole 
auf ein und demselben grössten Kreise liegen , 
schneiden sich in einem Punkte. Der Bogen 
eines grössten Kreises, der die Pole zweier 
grössten Kreise verbindet, ist gleich dem Nei- 
gungswinkel der beiden grössten Kreise. 

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloberfläche ge- 
gebenen Figur die Polarfigur , welche entsteht , indem man für 
jeden grössten Kreis der gegebenen Figur den Pol und für jeden 
Punkt der gegebenen Figur den grössten Kreis nimmt , dessen 
Pdl der Punkt ist, so werden Eigenschaften der gegebenen Figur 
nach den gemachten Bemerkungen entsprechende Eigenschaften 
der Polarfigur zur Folge haben. Da aber die Polarfigur der 
Polarfigur wieder die gegebene' Figur ist, so- braucht man 
nur die Polarfigur als gegeben zu betrachten und die ent^ 
sprechenden Eigenschaften an ihrer Polarfigur nachzuweisen, 
um den Beweis der Eigepschaften der gegebenen Polarfigur zu 
führen. 

Nach diesem üebertragungsprindp ergeben sich aus den an- 
gegebenen vier Sätzen auf der Kugeloberfläche folgende : 
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Die Halbir^iQgspuukte der Complemente der Sei- 
ten eines sphärischen Dreiecks liegen auf einem 
grössten Kreise. 

D*ie Balbirungspunkte «Meier Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks und der Halbirungspunkt des Com- 
plementes der dritten Seite (iegei) auf eiii^em gröss- 
ten. Kreise. 

Die Verbind«ngskreise der Mittelpunkte der Sei- 
ten eines sphärischen Dreiecks mit den gegenüber- 
liegenden Ecken schneiden sich in einem Punkte. 

Die Verbindungskreise der Mitten der Comple- 
mente zweier Seiten des sphärischen Dreiecks mit 
den gegenüberliegenden Ecken und der Verbindungs- 
kreis d^r Mitte der dritten Seite mit der gegenüber- 
liegenden Ecke schneiden sich in einem Punkte. 

Von diesen vier Sätzen der Kugelpberfläche lässt sich nur der 
vorletzte in der oben angedeuteten Weisfe* auf das ebene Dreieck 
übertragen. 

Um di^ angestellten Betrachtungei;i zu erweitern, nehme man 
an, daäs die Seitenflächen eines Tetraeders durch ihre Gleichun- 
gen, in der Normalfwm gegeben seien: 

Unter der Voraussetzung, dass der Coordinatenanfangspunkt 
innerhalb des Tetraeders liege, sind dann die Gleichungen der 
die Neigungswinkel der Seitenflächen haibirendeii Ebenen; 

Af^ — Ai = 0, Ai — A^^= Oy A^ — A^=^ 

Aq — Ai = 0; Ai — As z^ 0, 

Aq — As=^ Q, ' 
und die Gleichungen der die äusseren Neigungswinkel halbiren- 
den Ebenen: 

^0 + '^i =^ ^ö» -^1 + ^2 = - 0, Ai + A^ •= o. 
A^ + A2 = 0, ^, -|- ^8 = 0, 

Da aus d^h drei in der ersten HorizoiUalreihe aufgeführten 
Gleichungen die drei übrigen des ersten Systenies folgen, so hat 
mau nach (14) den Satz: - 



^. 
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Die 6 Halbirungsebenen der Neigungswinkel der 
Seitenflächen eines Tetraeder^s schneiden sich in ein 
und demselben Punkte. 

Es ist dieser Punkt der Mittelpunkt der dÄm Tetraeder ein- 
beschriebenen Kugel. 

Es schneiden sich aber auch folgende Ebenen in em und 
demselben Punkte: 

^0 — A^=z 0, ■ Aq + Ai = 0, 
A^ — A^ :=-■= 0, Ai -\- A^ = 0, 
A^ — AqZ=o^ ^, + ^3=0, 
woraus der Satz entspringt: 

Die Halbirungsebenen. der Neigungswinkel der 
drei Seitenflächen eines Tetraeders, welche eine 
Ecke bilden, und die Halbirungsebenen der drei 
gegenüberlfegenden äusseren Neigungswinkel der 
Seitenflächen schneiden »ich in ein und demselben 
Punkte. 

Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der äusseren Berührungs- 
kugel des Tetraeders. 

Die 16 aufgeführten Ebenen bilden eine Figur im Räume, 
an der sich mit Hülfe der Sätze (13) und (14) aut dem angedeu- 
teten Wege leicht noch andere Eigenschaften entdecken lassen. 



Dritte Vorlesung. 
Ebenen im Räume. 



Wenn man durch die Schnittlinie zweier durch ihre Glei- 
G()ungen in der Normalform gegebenen Ebenen 0, 1: 

(I) . . ^0 = 0, Ai = 

und durch einen Punkt P, dessen senkrechte Abstände von den 
beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen Grössen a^ : ai, 
eine Ebene legt ; so theilt jeder Punkt dieser Ebene mit dem 
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Punkte -P die Eigenschaft, dass die senkrechten Abstände sich wie 
die gegebenen Grössen • yerhaiten. ^ 

Die Bedingung, dass die senkrechten Abstände — A^ und — ^, 
eines dui*ch di^ Coordinaten x, y, z bestimmten Punktes von den 
gegebenen Ebenen 0, l sich verhalten, wie %\ a^i 

.(2) ....'.. ^° -~! =0 

wird hiernach die Gleichung jener durch die Schnittlinie gelegten 
Ebene sein. 

Verändert man die Lage des Punktes P nach Belieben , so 
dreht sich die Ebene um die Schnittlinie, und erhält nach und 
nach alle Lagen, die eine durch jene Schnittlinie gelegte Ebene 
annehmen kann. Die Gleichung (2) stellt also jede beliebige 
Ebene 2 dar, die durch die Schnittlinie der Ebenen und l hin- 
durchgeht. Sie erhält die Gestalt: 

(3) ..... .' ^0 — X^i = 0, 

wenn man selrt jl= -^, und dieser Factor k hat in der Vor- 

aussetzung, dass (20) und (21) lUe Neigungswinkel bedeuten, 
welche die Ebene 2 mit und 1 bildet, die geometrische Be- 
deutung: 

^^> — ' ' ^ — sin(21)- 

Eine andei^ Ebene 3, die ebenfalls durch die Schnittlinie 
der Ebenen und i hindurchgeht, hat zur Gleichung: 

(6) ^0 — |[A^, = 0. 

Das Verhältniss: 

, V X^ sin (20) , sin (30) ^ 

^^^ ft "" sin (21) • sin (31) 

zwischen den Sinus der Neigungswinkel heisst das.anharnioiii* 
sehe Verhältniäs des Ebenenpaares 2- und 3 zu dem Ebenen- 
paare und 1. 

Allgemeiner stellen sich die Gleichungen von vier Ebenen, 
die sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, also dar: 

(7) . .. .. r^ = o, r, =ö, V,-lV, = o, V,^mV,=o, 

wenn man annimntt, dass die beiden ersten Gleichungen in der 
allgemeinen Form gegeben «eien. Um das aitharmönische Ver- 
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hältfiiss zu finden, braucht man nur die beiden ersten Gi^ichun- 
- gen auf die Normalf]|fm zurückzuführen, indem man setzt: 
Vq = q^Jq, Fj = ^j^i, wodurch die angegebenen vier Gleichun- 
gen übergehen in: 

Aq= 0, Ai = 0, Aq — i—Ai = o, Ag—m^Aiz=i<t 

Qi Qi 

und woraus sich das gesuchte anharmonische Verhältniss — ergiebt. 
Noch allgemeiner ist die folgende Aufgabe: 

Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe- 
nen, die sich in ein un^ derselben geraden 
Linie schneiden, iti der Form: 

\,^ (8) . . . U^-^Ur-^o, ü^--(iü^:-^o, u,-i^Ur--o, U^^fi^ü,=o,^ 

das anharmonische Verhältniss des letzten 
• Ebenenpaares zu dem ersten zu bestimmen. 

Setzt man 17„ — A [7, = Fq , ü^^ — fi U( == Vi , und druclit ü^ 
und Ui durch V^ und F, aus, so stallen sicli die gegebenen vier 
Gleicbungeii fa der Form (7) dar, woraus das gesuchte anharmo- 

niscfae Verhältnia^ — erhalten wird: 
tn 

(9) ^-^.X-jH 

^ ^ f* — ^1 f* - f*i ' 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmoni- 
schen Verhältniss, wenn dasselbe den Werth — 1 annimmt. 
Man erhält daher xlie Bedingung, welche zu erfüllen ist, wenn 
zwei Paare Ebenen , die durch dieselbe gerade Linie gehen, har- 
monische Ebenenpaare sein sollen, aus (6): 

, . sin (20) sin (30) _ 

^^"^ ^ . . . . 3in (21) T- sin (31) — » , 

oder, wenn die Gleichungen der Ebenen in der Form (7) gege- 
ben sind, m =^ — /; weshalb sich die Gleichungen von zwei har» 
monischen Ebenenpaaren darstellen in der Form: 

(11) .... r, = o,, V, = o. V,^lV, = o, V, + lV, = o. 

Man erkennt hieraus, dass von zwei harmonischen Ebenen- 
paaren drei Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie gehen , be- 
liebig gewählt werden können, dass durch sie aber die vierte har- 
monische Ebene bestimpit ist. Nimmt man > an , dass dfis erste 
Ebemenpaar« gegeben sei, dass die dritte Ebene ^«n* sich um die 
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Schnittlinie der beiden ersten drehe, so kann man sich durch 
Discussion-der Gleichung (10) för specielle Fälle leicht eine Vor- 
steilung bilden von der Lage von zwei harmonischen Ebenen- 
paaren zu einander. Halbirt zum Reispiel die dritte Ebene den 
Neigungswinkel des gegebenen Ebenenpaares, so halbirt die vierte 
harmomsche Ebene den anderen Winkel, den. das gegebene ]Ebe- 
nenpa^r ein^chliesst. Nähert sich die dritte Ebene emer der ge- 
g^benen Ebenen, so dass sie nahe zu mit ihr zusammenfallt, so 
fallt auch die yierte. harmonische Ebene nahe zu mit ihr zu- 
sammen. 

Sind die Gleichungen von zwei Eben^npaaren, welche durch 
dieselbe gerade Linie gehen, in der Form (8) gegeben, so er- 
hält man die Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare harn^o- 
nisch seien, indem man den Ausdruck (9) gleich — 1 setzt; woraus 
die Bedingungsgleichung für zwei harmonische Ebenenpaare ' ^ 
hervorgeht; 

(12) Aft^ i{X'+ fi) (A, + fi,) + X,(i, = 0. ^:;' \ 

• -■ ^ .' ' 

Auch diese Gleichung liefert den Beweis, dass von jfwei har- 
nionischen Ebenenpaaren drei Ebenen die vierte unzweideutig be- 
stimmen. 

Da durch ein gegebenes Ebenenpaar das ihm zugeordnete 
harmonische Ebenenpaar nicht vollständig bestimmt ist, so wer- 
den zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderlich sein, was die 
Auflosung der folgenden Aufgabe bestätigen wird. 

(13) . . . Dasjenige Ebenenpaar zu bestimmen, welches 

harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, dio 
sich in derselben geraden Linie schneiden. . 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Ebenenpaare: 

Uo — K ^1 = 0, >, - X, r, = , 

und die Gleichung des gesuchten Ebenenpaares: 

dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare unter folgenden Bedingungen: 

Af^ — 4 (* + f*) (^0 + ^e) + KN = 0» 
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Da in diese Gleichungen das Product l}i und die Summe' A -|- ^t 
der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann man ihre 
Werthe unzweideutig berechnen , und daraus eine quadratische 
Gleichung bilden, deren Wurzeln die Unbekannten selbst sind. 

Die angestellte Untersuchung lehrt, dass es immer ein be- 
stimmtes Ebenenpaaf giebt, welches harmonisch ist zu zwei ge- 
gebenen Ebenenpaaren, die durch dieselbe gerade Linie 'g^en. 
Dieses Ebenenpaar ist reeH oder imaginär, je nachdem die Wur- 
zeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell oder iniiaginär 
sind. 

Drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie ge- 
hen, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenenpaar ge- 
funden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei 
Eäenenpaare. 

Zwei gegebene Ebenenpaare, die durch dieselbe gerade Li- 
nie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige Eb^nen- 
paar, «fliibes harmonisch ist zu jedem der gegebeneii Ebenen- 
paare. ]ßio drittes ' zu dem letzteren harmonisches Ebenenpaar 
wird also mit den beiden gegebenen eine Involution bilden. 
Da aber von diesem dritten Ebenenpaare eine Ebene beliebig 
durch jene gerade Linie gelegt werden kann, wodurch erst die 
andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei Ebenenpaaren 
der Involution fünf durch ein und dieselbe gerade Linie gehende 
Ebenen beliebig gewählt werden können, dass die sechste aber 
durch sie bestimmt ist. • 

Zwischen drd Paaren Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen, wird daher eine Bedingungsgleichung stattfinden 
müssen, wenn die Ebenenpaare eine Involution bilden sollen. 

(14) ... Es sind die Gleichungen von drei Paar Ebe- 
nen gegeben, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen: 
F« - X,V, = 0, Fo - k^V, =0, F, - l,V, =^ 0, 

die Bedingung anzugeben,, unter welcher 
die^se drei Ebeneupaare eine Involution bil- 
den. 
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Bilden die angegebenen drei Ebenenpaare ' eine Involution, 
so hat man nach der Definition ein Ebenenpaar: 

Fo-ftF, == 0, 
welches zu jedem derselben harmonisch ist; was zutrifft unter 
den Bedingungen: ' 

X(i — 1{X + (i) (Xo + f^o) + Kn = 0» 
A^- i(A + ^) {X, +^,) + X,fi, = o, 
A^^i(A + ^) (A, + fi,)+X,^ = o. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen Aft und 'X + (i, welche 
linear darin vorkommen, so erhält nian die gesuchte Bedingungs- 
gleichung, der man leicht folgende Form geben kann: 

(15) . .-. (Xo— fi,) %-(i,){X^-tio) + (f^o-^i) (^i-^f) (f*t-*o)=f«. 

Wenn man in dieser Gleichung setzt Xq = (1^ = X und zugleicfi 
Xf= fi^=: (i, so geht dieselbe über in die Bedingungs^Mchung 
für vier harmonische Ebenen, die man erhält, indem mall^j^p Aus- 
druck (9) gleich — 1 setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst'der Satz: 
Wenn von drei Ebejienpaaren der Involution das 
eine Ebenenpaar mit einer Ebene, ein zweites Ebe- 
nenpaar mit einer zweiten Ebene zusammenfallen, 
so ist das dritte Ebenenpaar der Involutionharmo- 
nisch zu den beidep Ebenen. 

Jede drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Li- 
nie gehen, lassen sich analytisch auch so darstellen:- 

^0 =^^ Oy Aq — Aj-^i = 0, Aq — Xj^Ai =^ , 
Ai = Oy Ä^,— (iiAi = o, Af^ -— (ij^Ai = , 

indem man annimmt, Aq = o und A^ = o seien die Gleichungen 
des ersten Ebenenpaares in der Normalform. Die Bedingung, 
unter welcher diese drei Ebenenpaare eine Involution bilden, er- 
hält man aus (to), wenn man setzt: Xq=po, ^0 = 00, nämlich: 

Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der Grössen 
^if^ij X^l^tf ^ kann man diese Gleichung auch so darstellen ,r wenn 
man mit 0,1 das erste, mit 2,3 das zweite und mit 4,5 das dritte 
Ebenehpaar bezeichnet: 
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' sin 20 sin 30 sin 40 sin 50 



(16) 



sin 21 sin 31 sin 41 sin 51 



Diese Gleichung kann als Definition der eine Involution bil- 
denden Ebenen dienen. Man erhält aus ihr noch zwei andere 
Relationen, indem man das Ebeneijpaar 0, i mit 2, 3 oder mit 4,5 
verlauscht, die aber durch diese bedingt werden. 

Wenn man die Gleichungen F^, = o und Vi = o des Ebe- 
nenpaares zu Grunde legt , welches harnoonisch ist zu jedem der 
drei Ebenepaare, die eine Involution bilden, so stellen sich die 
drei Ebenenpaare der Involution in der Form dar: 

(17) .... ro.-X,ri=0, Fo- X,r, r:=:0, F« - A, F, = 0, 

auf welche Form sich jede drei Ebenenpaare der Involution zu- 
rftckführen lassen müssen. 

. Um in symmetrischer Weise die Gleichungen von drei 
EbenettpAar^n der Involution durch drei Symbole darzustellen, 
setze diiuEt: 

AiHdann hat man die identische Gleichung: 

(18) 27„-|- V, + V^=o' 

und die Gleichungen (i 7) nehmen die Form an: 

U^^^o, üt=o, U^==^o, 

(19) ..... ^ y . jj ^ y ^ 

-^ ? = 0, — * 5h= Q _o _-. _i = 0, 

wenn man mit fig, /ttj, /u, die Ausdrücke bezeichnet : 

Ai~~'A t ___ ,, ^2 — '^o ,, Aq Ai ,, 

Da die Grössen fi^, \i^^^x ^^^ ^^ willkürlich sind als die 
Grössen l^, A,, X,, so werden die Ebenenpaare eine Involution Wi- 
llen, wenn man unter'der Bedingung«»(i8) , welche ausdrückt, 
dass die Ebenen TJ^y ü^, ü^ sich in ein und derselben geraden Li- 
nie schneiden, ihren Gleichungen die Form (I9) geben kann. 

Um noch neben den Relationen (16) zwischen den Sinus 
der Neigungswinkel der Ebenen der Involution andere abzuleiten, 
die alle eine Folge sein müssen der einen unter (16) aufgeführ- 
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ten Gleichung, führe man für die Ebenen V^ U^, U^ ihre Normal, 
formen ein, indem man setzt: 

wodurißh' die Gleichungen (i8) und ,19) übergehen in: 

(20) : ^« + ^ + ^« = 0. 



w . 



^o=^ö» ^1=0, A^=o. 

l^iQi f^tQt ' l^tP« 1*0 Po ' ^0^0 f^j^t 

Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respective mit 
B^, Bi, B^ und erinnert sich der geometrischen Bedehtung der 
Grössen: 

4^th -_- sin ^0^1 ftg9,__ sin^j^t i*nPe__ sin^tA .^ 
|!*2^j sin ^0^2* f*oPo sin ^1^0* ^iPi ^-^i^i 

so erhält man durch Multiplication dieser Gleichungen: 

, / • ' • • smBoAf ..siuBiAo . sin/^g^i' 

woraus sich durch Vertauschung von A^ mit ^y, oder von Ai mit Bi 
oder von A^ mit ^j noch drei andere Gleichungen ableiten las- 
sen, von denen jede als Definition dienert kann der Ebenen deh 
Involution. 



Die angestellten Betrachtungen bieten ein- Mittel die am Ende 
der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Sätze weiter auszudeh- . 
neu. Denn nehmen wir an, dass: 

AqZ^ 0, Ai = , A^ = 

die Gleiehungen von irgend drei Ebenen seien in der'Normäl- 
form, die sich in einem Punkte P schneiden, oder, was dasselbe 
Ist, die drei von einem Punkte P ausgehende gerade Linien paar- 
weise verbinden, so sind: 

^ Af Af Aq Aq Ai 

«1 . flf fl« «0 «0 «I 

die Gleichungen von drei EbeAen, die eine vierte von P aus- 
gehende gerade Linie immer* mit einer der drei ersteren ver- 
binden. Die angegebenen Gleichungen stellen mithin drei Ebenen- 
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paare dar, die vier beliebige von einem Punkte P ausgehende ge- 
rade Linien paarweise verbinden. 

Die Uebereinstimmung dieser drei Gleichungspaare zwischen 
welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Gleichung (20) 
obzuwalten braucht, mit (2l), beweiset, dass drei Ebenenpaare 
der Involution ein specieller Fall sind von drei Ebenenpaaren, 
welche vier von ein und demselben Pi(pikte ausgehende gerade 
Liniep paarweise verbinden. Denn lässt man die vier von ein 
und demselben Punkte ausgehenden geraden Linien nahezu in 
eine zusammenfallen, so wird nahezu auch die Gleichung (20) 
erfüllt, das heisst, nahezu alle Bedingungen für die Ebenen der 
Involution.« 

Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respective mit 
J^o, J9„ B^ , so hat man in gleicher Weise zwischen den Neigimgs- 
. winkeln der drei Ebenenpaare allgemein die Relation (22) , sowie 
die drei anderen Relationen, welche aus ihr gefolgert wurden. 

Lässt man den Punkt P in das Unendliche fallen, so wer- 
den die vier von ihm ausgehenden geraden Linien vier beliebige 
parallele Linien, und zwischen den Sinus der Neigungswinkel 
der drei Ebenenpaare, welche diese Xilnien paarweise verbinden, 
findet die Gleichung (22) statt. Da diese Gleichung aber die Be- 
dingung ist für Ebenen der Involution, so wird man solche 
erhalten, wenn man durch eine gegebene gerade Linie sechs 
Ebenen legt, welche parallel sind mit drei Ebenenpaaren, welche 
, irgend Vier mit der gegebenen geraden Linie parallele Linien 
paarweise verbinden. Diese Bemerkung giebt ein Mittel an die 
Hand zu fünf beliebig durch ein und dieselbe gerade Linie ge- 
hende Ebenen die sechste Ebene der Involution zu bestimmen. 

Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen A^, A^, A^ ge- 
hen drei Ebenen der beschriebenen Raumfigur. Die vierten har- 
monischen Ebenen haben zu Gleichungen: 

^ + -* = o. 4?+^ = o, £o + ^ = o. 

Da nun zwischen den linken Theilen dieser und der vorher- 
gehenden Gleichungen identische Relationen sattfinden wie: 

SO hat man nach (i3) des vorhergehenden Abschnittes einen Satz. 
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Um diesem Satze eine elegante Fassung zu geben, projictre 
man die bescbriebene Raumfigur von dem Punkte P als Mittel- 
punkt einer Kugel von dem Radius l auf die Oberfläche dieser 
Kugel. Nennt man ^ann harmonische grösste Kreise der 
Kugeloberfläche solche, deren Ebenen harmonische Ebenen 
sind, so begrenzen die Ebenen ^g, ^i, ^^ ein sphärisches Dreieck, 
von vielchem der Satz erwiesen ist: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche grösste Kreise zieht nach den Ecken 
eines spliärischen Dreiecks, und in jeder Ecke den 
vieren harmonischen grössten Kreis construtrt, so 
schneiden sich zwei* von den letzteren Krei|sen in ei- 
nem Punkte, durch welchen auch der durch die. dritte 
Ecke des Dreiecks und den ^beliebigen Punkt gelegte 
grösste KreivS geht. 

Aehnhche Betrachtungen angestellt an folgenden Gleichungen: 

flO öf «2 

__ ^ + fll + d? = 0. 
«0 fl( «8 

^ — dl + ^t ^ ^ 

Oo fl, fl, ' 

do I dl _ dl —0, 

«0 «1 ö« 

wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entsprechenden Glei- 
chungen, in denen «^=3«, = «, = i, führen zu den Sätzen: 

Wenn man von irgend einem Punkte der Kugel- 
oberfläche nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks grösste Kr«ise zieht, und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt, so 
schneiden letztere die gegenüberliegenden Seiten des 
Dreiecks in drei Punkten, die auf einem grössten 
Kreise liegen« 

Wenn man von einem beliebigen PunkUe der Ku- 
geloberfläehe nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks drei gröbste Kreise zieht und in einer Ecke des 
Dreiecks lien vierten harmonis^^'hen grössten Kreis 
construirt, so schneidet dieser die gegenüberliegende 

Hesse, Aitalyl. Geoiiielr. 3 
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Seite des Dreiecks in einem Punkte. Die von dem belie- 
bigen Punkte nach den beiden anderen Ecken des Drei- 
ecks gezogenen grössten Kreise schneiden die Ge- 
genseiten des Dreiecks in zwei Punkten. Diese drei 
Schnittpunkte liegen auf einem grössten Kreise. 

Dieser Satz ist besonders wichtig, w|j|| er lehrt auf lineare 
Weise, das heisst durch Zuziehung allein von' grössten Kreisen, zu 
drei von einem Punkte ausgehenden grössten Kreisen den vierten 
harmonischen zu fmden; oder, was dasselbe ist, zu drei Ebenen, 
welche sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, die 
vierte harmonische Ebene ohne weitere Hülfe als von Ebeaen zu 
construiren. 

Es bleibt noch übrig einen Satz zu entmckeln, der in linearer 
Weise zu fünf Ebenen, die sich in ein und derselben geraden Li- 
nie schneiden, die sechste Ebene der Involution construiren lehrt. 
Diesem Zwecke wird die folgende Betrachtung entsprechen. 

Es seien wie vorhin die Gleichungen von drei Ebenen , die 
sich in einem Punkte P schneiden : 

Aq= , Ai = , At= 0, 
Eine vierte beliebig durch den Punkt P gelegte Ebene E stellt 
sich analytisch unter der Form dar: 

«0 ö| «2 

'Dass dieses die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist, 
ist nach (l4) dfer vorhergehenden Vorlesung ausser Zweifel. 
Dass diese Ebene . aber- im Uebrigen beliebig ist, beweiset man 
auf folgende Art. 

Eine beliebige durcb den Punkt P gehende Ebene £ schnei- 
det die Ebene A^ in einer durch P gehenden geraden Linie /?. 
Die Gleichung der Ebene, welche durch p und die Schnittlinie 
von At uud Af hindurchgeht, stellt sich unter der Form dar: 

A A 

— ^ H ^=^ 0. Da diese Ebene aber die Ebene ^^ =^= o in der 

geraden Linie p schneidet, und — ° + (^ + ^^ = o iflit dem 

ÄO \ «I «2/ 

willkürlichen Divisor «„ alle Ebenen darstellt, welche durch die 
gerade Linie p hindurchgehen ,. so lässt sich dieser Divisor im- 
mei^ so bestimmen, dass die zuletzt angegebene Gleichung der 
b«4iebigen durch P gelegten Ebene entspricht. 
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Demtiach stellen sich die Gleichungen von drei Ebenen, die 
durch eine beliebige durch P gehende gerade Linie q und durch 
die Schnittlinien der Ebenen A^, A\, A^ gelegt sind, also dar: 
A^ i4j A2 A^ ' d^ '^i t 

Die Gleichungen der drei Ebenen aber, welche durch q nnd durch 
die SchnittUnien der Ebene E mit den Ebenen A^, A^, A^ gelegt 
werden, sind folgende: 

Denn «liese Gleichungen haben auch die Form: 

XoX, \^a^ ö, "*■ «,^ X, VoXiÄ. Xo "^ X,y 

Setzt man nun: • ' 

Aj A^ ___ jj Af Af^ ___ jj An Aj^ ____ jj 

X| X2 X2 Xo Xo Aj 

SO hat man zuerst die identische Gleichung: 

und die sechs durch die gerade Linie q gelegten Ebenen stellen 
sieh unter der Form dar: 

Diese sech& EbeneJ9 bilden , wie der Vergleich mit, ( 18) und (19) 
lehrt, eine Involution. 

Ueberträgt man diesen Satz auf die Kugeloberfläche, so 
lautet er also: 

Wenn man einen beliebigen Punkt der Kugelober- 
fläehe durch sechs grösste Kreise verbindet mit den 
sechs Schnittpunkten von irgend vier grössten Krei^ 

3* 
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sen, so bilden die sechs Verbindungskreise ei»e Invo- 
lution. 

Man nennt vier gerade Linien, welche in derselben Ebene 
von ein und demselben Punkte ausgehen, harmonische Li- 
nien, wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die 
Bedingungsgleichung (lo) stattfindet^ Es bilden ferner drei in der- 
selben Ebene von einem Punkte ausgehende Linienpafare eine 
Involution von sechs geraden ^Linien, wenn zwischen 
den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die Bedingungsgleichung 
(22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kann man die angegebenen vier 
Sätze der Kugelöberfläche, indem man annimmt, dass die Figu- 
ren, von welchen sie handeln, nur einen sehr kleinen Theil der 
Kugeloberfläche umfassen, auf die Ebene übertragen. 

Harmonische Linien von dem Mittelpunkte der Kugel aus- 
gehend auf die Kugelöberfläche projicirt, werden harmonische 
Punkte der Kugeloberfläche genannt. Zwischen den Bo- 
gen 'grösster Kreise, welche sie verbinden , findet die Bedingungs- 
gleichung (lo) statte welche zugleich als Definition der harmoni- 
schen Punkte der Kugeloberfläche dient. 

Ebenso schneiden sechs von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehende gerade Linien der Involution die Kugeloberfläche in 
sechs Punkten der Involution auf der l^ugeloberfläche. 
Zwischen den sie verbindenden Bogen grösster Kreise hat man 
die Bedingungsgleichung (22), welche ebenfalls als Definition der 
Punkte der Involution > auf der Kugeloberfläche zu betrachten ist. 

Gestützt auf diese Definitionen kann man mit Öülfe des in 
der vorhergehenden Vorlesung in (15) beschriebenen- Principes 
der Kugel aus den angegebenen vier Sätzen folgende ableiten: 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Dreiecks, 
oder ihre Verlängerungen, durch einen grössten 
Kreis durchschneidet und zu diesen Schnittpunkten 
auf dfen Seiten fies Dreiecks die vierten harmonischen 
Punkte construirt, so liegen je zwei von diesen 
harmonischen Punkten und der dritte Schnittpunkt 
auf einem grössten Kreise. 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch -einen gröss- 
ten Kreis schneidet und auf jeder Seite des Drei- 
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ecks den vierten harmonischen Punkt construirl, so 
schneiden sich die drei ^rödsten Kreise, welche 
die harmonischen Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken dets Dreiecks verbinden, in ein und dem- 
selben Punkte. 

Wenn man die Seiten eignes sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch einen gröss- 
ten Kreis schneidet, und zwei 'von die^5en Schnitt- 
punkten- durch grösste Kreise mit den gege^nüber- 
Hegenden Ecken des Dreiecks verbindet, so's^hnei- 
den sich diese in einem Punkte, durch welchen 
auch derjenige grösste Kreis hindurchgeht, wel- 
cher den zu dem dritten Schnittpunkt harmonischen 
Punkt mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
vepbindet. 

Drei Paare grösster Kreise, welche irgend vier 
Punkte der Kugelobertläche paarweise verbinden, 
schneiden irgend einen anderen grössten Kreis in 
Punkten der Involution. 

Die beiden letzten Sätze lehren zu drei auf einem gröss- 
ten Kreise der Kugeloberfläiche gegebenen Punkten den vierten 
harmonischen , und zu fünf Punkten der Involution den sechsten 
in linearer Weise construiren. 

Die Bedingungsgleichung (lO) für harmonische Punkte auf 
dem grössten Kreise der Kugelobertläche geht über in : ' 

(23) (m + m-o 

i^I ' ' ' (21) ^(31) — ^' 

wenn man annimmt, dass die harmonischen Punkte unendlich 
nahe an einander liegen , und die sie begrenzenden Stücke des 
grössten Kreises können als gerade Linien betrachtet werden. 

Ebenso geht die Bedingungsgleichung (22) für i^mkte der 
Involution auf einem gcössten Kreise der Kugeloberfläche über in: 

wenn die Punkte der Involution unendlich nahe an einander lie- 
gen, und die sie begreiizenden Stücke des grössten Kreises wer- 
den gerade Linien. 
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Niiiimt man daher die Gleichung^ Ä Deflniüon der har- 
monischen Punkte auf einer %ira4en Linie, und die 
Gleichung (24) als Definition der Pünrkte der -'Involution 
auf einer geraden Linie, so lassen sich durch das unendlich 
Kleine die angegebenen vier Sätze der Kugeloberfläche ohne 
Schwierigkeit auf die Ebene übertragen. 

Schliesslich mag noch ben^erkt werden, dass die in der vor- 
hergehenden Vorlesung angedeuteten Betrachtungen des Tetrae- 
ders auf Grund der in dieser Vorlesung entmckelten Sätze sich 
leicht ausdehnen lassen, was zu interessanten Sätzen führt über ein 
Tetraeder in Verbindung mit einem beliebigen Punkte des Raumes. 



Vierte Vorlesung. 

Das Pascal'sche Sechseck und damit verwandte 

Figuren, 



Die geschickte Anwendung der in den beiden vorhergehen- 
den Vorlesungen eingeführten Symbole führt oft mit solch über- 
raschender Einfachheit zu complicirten geometrischen Sätzen, dass 
es gerechtfertigt erscheint, diesem Gegenstande noch einen kur- 
zen Ab;schnitt zu widmen. 

Man weiss, dass, wenn: 

R =: 0, R' = 0^ r' = 0, 

die gegebenen Gleichungen von irgend drei Ebenen sind, welche 
sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, sich k und l! 
so bestimmen lassen, dass folgende identische Gleichung erfüllt wird: 

R ,' R , // 

j + ^ + r ^0. 

R F( \ 

Setzt man daher j -^ r, jr -— r, so stallen die Gleichungen: 

r = , / = , r'=o 

irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in ein und derselben 
geraden Linie schneiden unter der Bedingiuig: 

(1) . . . . r-|-r'+r"=o. 
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Man kaim daher sagen , dass die identische Gleichung (ij die 
Bedingung der angegebeueu Figur ausdrücke, weletie besteht aus 
drei Ebenen . r, die sich in ein und derselben geraden Linie 
schneid^i. 

Um diese Figur weiter auszuführen, nehme man auf der ge- 
meinsamen Schnittlinie der drei Ebenen r einen Punkt P als die 
Spitze einer dreiseitigen Pyramide A^ deren drei Seitenkanten re- 
spective in den Ebenen r liegen. Die Bedingungen der so er- 
weiterten Figur werden dann durch (l) und in gleicher Weise 
durch die identischen Gleichungen ausgedrückt : 

(2)....«— a=r, a— a = r5 a — a =zr ^ 

indem a =^ Oy a ^= o, a = o die Seitenflächen der dreiseitigen 
Pyramide A analytisch darstellen. 

Beschreibt man noch zwei andere dreiseitige Pyramiden B 
und C mit der gemeinsamen Spitze Py deren Seitenkanten gleich- 
falls in den Ebenen r liegen , so drücken sich die Bedingungen 
des hinzugekommenen Theiles der Figur in gleicher Weise durch 
d^e identischen Gleichungen aus: 

(3) .... ft' - fe"— r, fe" ^ 6 = /, h - })=r\ 

..,.c — c=r, c — c =^ r , c — c =^ r . 

Die Bedingungen der beschriebenen sehr complicirten Raum- 
figur drücken sich hiernach durch die zehn aufgestellten Glei- 
chungen auf ganz einfache Weise aus. Der Vortheil dieser Aus- 
drucksweise besteht aber darin, dass man aus den übersichüichen 
identischen Gleichungen andere eben so einfache ableiten kann, 
deren geometrische Deutung Eigenschaften der Figur leicht er- 
kennen lässt. Denn stellt man folgende Gleichungen: 
b — c ^ Q, c — a ^ q\ a — b^ q' 

als Definition auf der Symbole ^, ^', q\ so sieht man , dass aus 
den angegebenen- zehn identischen Gleichungen folgende hervor- 
gehen: 

(5) Q + Q + q'=o, 

(6) .... 6 — c ^ Q, c — a ^ q\ a — b ^ q'\ 

(7)....6— c^9, c — a z== Q, a — b ^ Q . 

(8)....o — c = Q, c — a =- (f, a -;— b ^ Q , 
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•--■.•■ '^ 
Die letzCin 9 Gleichungen beweiseä^ #itÄM!le Ebenen b und c, 

fe'und c\ 6" und c" sich in drei geraden Lfnien schneiden, welche 

auf einer Ebene q liegen u. s. w., und die Gleichung (5) , dass 

die drei Ebenen q durch ein und dieselbe gerade Linie gehen. 

Alle Ebenen, von welchen die beschriebene Raumfigur han- 
delt, gehen durch ein und denselben Punkt P, Die Projectionen 
derselben auf eine Kugeloberflache, deren Mittelpunkt P ist, 
werden daher grösste Kreise, und die be\*1esenen Eigenschaften 
der Raumfigur lassen sich als ^atz auf der Kiigeloberfläche also 
ausdrücken : 

Wenn die Ecken von drei sphärischen Dreiecken 
auf drei grössten Kreisen r der Kugeloberfläche 
liegen, welche sich in ein und demselben Punkte 
schneiden, so schneiden sich die entsprechenden 
Seiten je zweier dieser Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einem grösst,en Kreise q liegen, und die 
drei grössten Kreise q schneiden sich wieder in ein 
und demselben Punkte der Kugeloberfläche. 

Das Princip der Kugel lässt aus diesem Satze folgenden h^- 
vorgehen: 

Wenn die Seiten von drei sphärischen Dreiecken 
durch dr«i Punkte r der Kugeloberfläehe gehen, 
welche auf einem grössten Kreise liegen, so schnei- 
den sich die drei grössten Kreise, welche die ent- 
sprechenden Ecken von je «wei Dreiecken verbinden, 
in ein und demselben Punkte q, und die drei Punkte 9 
liegen auf einem grössten Kreise. 

Dass diese Sätze der Kugeloberfläche ebenfalls für die Ebe- 
nen gelten, wenn nian für die grössten Kreise gerade Linien in 
der Ebene nimmt, bedarf nach dem Vorhergehenden kaum der 
Erwähnung. 

Um eine zweite Anwendung zu machen von den Symbolen 
der Ebenen, betrachten wir irgend eine sechsseitige Pyramide, 
deren gegenüberliegende Seitenflächen sich paarweise in drei ge- 
raden Linien schneiden, welche in ein und derselben Ebene lie- 
gen. Eine solche sechsseitige Pyramide nemien wir eine Pas- 
cal* sehe Pyramide nach dem Entdecker der Eigenschaften 
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derselben, und die EUpfP^^^'^^^^ ^^^ ^^^ gegenüberliegen- 
den Seitmiflächen dersdbeh paarweise schneiden, nennen wir die 
der Pyramide zugehörige PascaTsche Ebene. 

' Die Bedingungen der Pascal'schen Pyramide drucken sich 
nun einfach durch folgende drei identische Gleichungen aus: 

/ - // 
a — a = r , 

(9) b-^b'^r\ 

c — c = r , 

indem a = o und d ^=o^ b = o und b' = o, c =0 und c =0 
die Gleichungen der gegenüberliegenden Seitenflachen der Pyra- 
mide vorstellen, und r' =::'o die Gleichung der ihr zugehörigen 
Pascarschen Ebene. 

Alle diese Ebenen, sowie diejenigen, welche in der Folge 
betrachtet werden, gehen durch die Spitze P der Pyramide. 

Definirt man nun die Ausdrücke a', b'\ c durch die identi- 
sclien Gleichungen: 

(10) . •'ßßT + ft + c'= 0, a + 6' +'c"^ 0, d + 6"-|- c ^0, 

so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (9) auch 
folgende: 

(11) . . . ö" + fe' -|- c ^ 0, a + ft"+ d "^LOy^ a' + 6 + c'^ o. 

Diese sechs identischen Gleichungen beweisen, dass d' = o, 
0^=0, c" = die Gleichungen von drei Ebenen öind, welche 
die gegenüberliegenden Seitenkanten der sechsseitigen Pyramide 
paarweise verbinden. Wir bezeichnen sie mit dem Namen der 
Diagonalebenen der sechsseitigen Pyramide. 

Definirt man ferner zwei ßndere Ausdrücke r und / durch 
die identischen Gleichungen: 

a — <JL z=.ry a — a = r, 

so bat man mit Berücksichtigung von (10) und (l]|: 

/ // // / 

a — a ^ r, a — a z=z r , 

(12) b' -^b'' = r, b" --b = r\ 

f fj ff / 

c — c =r, c — c^r, 

und aus (9) und (12) folgt: 

(13) r + r' +r'~o. 
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Noch andere identische Gieichuilgei^en derseihen Form er- 
hält man, wenn man drei Ausdrücke g, g, q'' durch die idenü- 
scfaea Gleichungen definirt: 

b — c ^ Q, c — a ^Q, a — b ^ Q% ' 

aus welchen man mit Zuziehung der vorhergehenden Gleichungen 
leicht folgende ableiten kann: 

b — c ^ Q, c — a ^= q\ a — b ^ q\ 

(14) ....6— c=(>, c — a = Q, a — b = Q , 

.ff ' f ff ff / // , // . ff 

b — c = p, c — a = Q , a — b = q . 

(lo) • • • • Q + Q + q'^o. 

Die fünf Systeme Gleichungen (l2) und (l4) sind conform 
mit dem Systeme (9), den Bedingungen der Pascal'schen Pyramide. 
Sie sind also die Ausdrücke für andere PascaFsche Pyramiden, 
die i^ der betracliteten ihren Ursprung haben, und die Gleichun- 
gen (13) und (15) Uefern den Beweis, dass die diesen Pyramiden 
zugehörigen PascaFschen Ebenen sich zu dreien combiniil in ein 
imd derselben geraden Linie schneiden. ^i:- 

Forscht man aber diesem Ursprünge näher nach, so ersielit 
man aus (|2), dass die geraden Seitenflächen und die drei Dia- 
gonalebenen der gegebenen Pascal'schen Pyramide eine zweite, 
und dass die ungeraden Seitenflächen und die drei Diagonal- 
ebenen der gegebenen Pascal' sehen Pyramide eine dritte Pascal'- 
^he Pyramide bilden, beide mit denselben Seitenkanten als die 
gegebene Pyramide. Die diesen drei Pyramiden entsprechenden 
Pascal'schen Ebenen r schneiden sich nach (13) in ein und der- 
selben durch die gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden ge- 
raden Linie. 

Die sechs Seitenflächen und die drei Diagonalebenen der 
gegebenen Pascal'schen Pyramide bilden aber zu sechs combinirt 
nach (14) noch drei andere Pascarsche Pyramiden mit denselben 
Seitenkanten als die gefgebene. Die ihnen entsprechenden Pas- 
cal'schen Ebenen q schneiden sich nach (l5) in einer durch die 
gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie. 

Nennt man, um die bewiesenen Sätze durch Projection von 
der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als Mittelpunkt auf die 
Kugeloberfläche zu übertragen, ein sphärisches Sechseck auf der 
Kugeloberfläche ein Pascal'sches Sechseck auf der Kugel- 
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Oberfläche, wenn die ge^nüberliegenden Seitefl desselben sich 
paarwieise in drei Punkten schneiden, die auf einem grösst«n 
Kreise, dem PascaTschen Kreise des Sechsecks, 'liegen, 
so kann man denselben folgenden Ausdruck geben: 

Wenn auf der Kugeloberfläche irgend ein Pas- 
caTsches Sechseck gegeben ist, so bestimmen .die 
sechs Seiten und die drei Diagonalen desselben als 
Seiten zu sechs combinirt zwei Gruppen von drei 
PascaTschen Sechsecken, deren Ecken mit den 
Eckea des gegebenen ^Sechsecks zusammenfallen. 
Die Sechsecke der ersten Grippe sind das gegebene, 
ein Zweites Sechseck, gebildet aus 9en geraden Sei- 
ten des gegebenen und den drei Diagonalen, und ein 
drittes Sechseck, gebilde't aus den ungeraden Seiten 
und den Diagonalen. Die PascaTschen Kreise r deip 
ersten Gruppe schneiden sich in ein und demsel- 
ben Punkte; ebenso schneiden sich die PascaT- 
schen kreise ^ ^er zweiten Gruppe wieder in einem 
Punkte. 

Aus der Uebereinstimmung der in dieser Untersuchung auf- 
gestellten Gleichungen mit den Gleichungen, welche die vorher- 
gehende darbot, ist man zu schliessen berechtigt, dass beide 
Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Raumfiguren ergeben. 
Den einzigen Unterschied führen die Gleichungen (lo) und (ij) 
herbei, welche in der ersten Untersuchung fehlen. Da diese Glei- 
chungen aber eine Beschränkung ausdrücken, so sieht man, dass 
die Figur der letzten Untersuchung einen specielleren Charak- 
ter hat. 

Um schliesslich noch eine Eigenthümlichkeit der beschriebe- 
nen specielleren Raumiigur vorzuführen, defmiren wir drei Aus- 
drücke B, und drei Ausdi*ücke P durch folgende identische Glei^ 
chungen: 

'/ ' n ff f „ 

r ^ r = R , Q — Q ^ P, 

(16) r ^r"= R\ ^ - q''= P\ 

r --^ r =^ R , (>— p = P, 

woraus mit Hülfe der vorhergehenden identischen Gleichungen 
folgende hervorgehen: 
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Ä + /> = 3«, R' + P = 3a, ä" + P =3a , 

• (17) . . . . Ä + P' = 3ft, R'+ P'= Sb\ R"+ P:^^b\ 

R + P"= 3 c, ä' + P"= 3c, ä"+ P"= 3c". 

Vergegemvärtigt man sich die Gleicliungea (l3), (l 5) und (16) 
so sieht man, dass R = o, R' =^ o, R"= o die den drei Ebenen 
r, r\ r" in ihren mogUcheu Combinationen entsprechenden vierten 
harmonischen Ebenen, und dass P= o, P' z=z o, P"= o die den 
drei Ebenen p, g\ q' entsprechenden vierten harmonischen Ebe- 
nen darstellen, während die Gleichungen (l7) den Beweis liefern, 
dass die drei vierten harmonischen Ebenen der ersten Gruppe 
die drei vierten harmonischen Ebenen der zweiten Gruppe in 
neun geraden Linien schneiden , welche auf den Seitenflächen 
und den Diagohalebenen der betrachteten Pascarschen Pyramide 
liegen. 

Man hat daher im Anschluss an den oben angegebenen Satz 
folgenden : 

Die drei vierten harmonischen grössten Kreise 
zu den drei PascaTscheri Kreisen r schneiden die 
drei vierten harmonischen grössten Kreise zu den 
drei Pascal'schen Kreisen q in neun Punkten, welche 
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen 
PascaTschen Sechsecks liegen. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese Sätze führt 
auf neue Sätze. Alle diese Sätze kann man auch auf die Ebene 
übertragen , indem man gerade Linien in der Ebene für die 
grössten Kreise der Kugeloberfläche nimmt. 

Aiu die vorhergehende Betrachtung der PascaFschen sechs- 
seitigen Pyramide , deren Bedingungen die Gleichungen (9) aus- 
drücken, schliessen wir noch folgende zusätzliche Bemerkungen an: 

Wie eine zwischen den variabeln Coordinaten lineare Glei- 
chung eine Ebene definirt, so definirt irgend eine gegebene Glei- 
chung zwischen denselben Coordinaten eine Oberfläche. Ist die 
gegebene Gleichung von der zweiten Ordnung, das heisst, be- 
steht sie aus Gliedern, die nur die Quadrate der Coordinaten 
und die Producte derselben in der zweiten Dimension neben Glie- 
dern der ersten und nullten Ordnung enthalten, so nennt man 
die Oberfläche zweiter Ordnung. Hiernach ist zum Beispiel: 

(18)'. . . . T* r" .— r\a -|-fe +c) '\' hc ^r (^(^ -V (^^ -^ o 
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die Gleichung ein^r bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 
Diese Gletchung geht, wenn man a gleich o setzt, mit Kucksicht 
auf (9) über in; 

(r" — h) (r ' — c) = b'c == o. 

Die Gleichung (18) mvi also erfüllt, wenn man a = </ und zu- 
gleich b' r=z o setzt, das heisst, für die Coordinaien aller Punkte, 
welche in der Schnittlinie 4er beiden Ebenen a == o und b' = o 
tiegen, die sich in einer Seitenkante der gegebenen Pascal'^hen 
sechsseitigen Pyramide schneiden. Diese Seitenkante hegt daher 
in 4er durch die Gleichung (18) gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordniuig. 

Da sieh dieselben Bemerkungen bei jeder Seitenkante jener 
Pascarachen Pyramide wiederholen, so Üegen sämmtliche sechs 
Seitenkanten der gegebenen Pascafschen Pyramide in der durch 
die Gleichung (l8) gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung. . 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberfläche lässt sieh 
leicht aus ihrer Gleichung (18) erkennen, wenn man die Spitze P 
der Pyramide in den Coordinatenanfangspunkt legt. Denn in 
dieser Voraussetzung werden die Ausdrücke a, fr, c, r", woraus die 
Gleichung (l8)' zusammengesetzt ist, lineare homogene Ausdrücke 
von der Form: 

ux ,+ vy + WZ, 

welche sämmtüch den Factor k erhalten, im Uebrigen aber un- 
geändert bleiben , Wenn man für x, y, z respeclive setzt kx, ky, kz. 
Durch diese Aenderung erhält der linke Theil der Gleichung ( 18) 
den Factor A:', bleibt aber im Uebrigen ungeändert. 

Wenn daher x, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes 
der Oberfläche (i8) sind, so sind. auch kx, ky^ kz (}X^ Goordina^ 
len eines Punktes derselben Oberfläche. Geometrisch bedeutet 
dieses, dass jede gerade Linie, welche irgend einen Punkt der 
Oberfläche mit dem Coordinatenanfangspunkt P verbindet , in 
'ihrer ganzen Ausdehnung in der Oberfläche hegt. Die Ober- 
fläche (l8) besteht daher aus lauter geraden Linien, die in 
dem Punkte P zusammenstossen. Eine solche Oberfläche 
nennt man einen Kegel, und da derselbe durch eine Glei- 
chung zweiter Ordnung (l8) definirt wird, einen Kegel zweiter 
Ordnung. Man hat daher den Satz „da^s die sechs Seitenkan- 
ten einer Pascal'schen Pyramide in einem Kegel zweiter Ordnung 
liegen." 
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Um die wahre Bedeutimg dieses Satzes zu erkennen, bedarf 
es zweier Voraussetzungen, die fk^ilich erst in den späteren Un- 
tersuchungen bewiesen i;\ erden, erstens, dass ein Kegel zweiter 
Ordnung durch fünf Kanten desselben unzweideutig bestimmt 
ist, zweitens, dass eine durch zwei Kanten des Kegeis zwei- 
ter Ordnung gelegte Ebene den Kegel nur in diesen zwei 
Kanten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte Vorlesung hin, 
in welcher die Voraussetzungen bewiesen werden.] Denn macht 
man diese Voraussetzungen, so sieht man, dass der angegebene 
Satz alle Kanten des Kegels zweiter Ordnung linear constniiren 
lehrt, wenn fünf Kanten des Kegels gegeben sind; woraus wie- 
derum folgt „dass alle einem Regel zweiter Ordnung 'einbeschrie- 
benen sechsseitigen Pyramiden PascaVsche Pyramiden sind." 

Definirt man einen sphärische^ Kegelschnitt als die 
Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer Kugel, de^ 
ren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so überträgt sich 
der bewiesene Satz auf die Kugeloberiläche wie folgt: 

Die Ecken eines Pascal'schen Secksecks auf der 
Kugeloberfläche liegen auf einem- sphärischen Kegel- 
schnitt. 

Der aus den angegebenen Voraussetzungen hervorgegangene 
Satz, auf die Kugeloberfläche übertragen, lässt sich also wieder- 
geben: 

Jedes einem sphärischen Kegelschnitt einbe- 
schriebene sphärische Sechseck ist ein PascaT- 
sches Sechseck. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese beiden Sätze 
veranlasst die Frage, welches die Curve sei, die von den grössten 
Kreisen der Kugeloberfläche berührt wird, deren Pole einen sphä- 
rischen Kegelschnitt beschreiben. Es lässt sich nachweisen, wozu 
die späteren Untersuchungen [in der vierzehnten Vorlesung über 
Kegel zweiter Ordnung] die Mittel bieten , dass diese grössten • 
Kreise einen sphärischen Kegelschnitt berühren. Setzt man dieses 
ak bewiesen voraus, so ergeben sich durch das Princip der Kugel 
aus den zuletzt angegebenen Sätzen neue, die sich gleich wie 
Jene auch auf die Ebene übertragen lassen. 
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Fünfte Vorlesung. 
Der Punkt im Räume und Punkte im Räume. 



Wie die Lage eines; Punktes im Räume durch drei Grössen, 
durch seine Coofdinaten, unzweideutig bestimmt ist, so kann man 
auch die Lage einer beliebigen Ebene im^ Räume durch drei 
Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung urgend einer 
Ebene : 
(l) ux + vy + WZ + l = o 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene zu- 
rückführen lässt, so sieht man, dass die Lage dieser Ebene aliein' 
abhängt von den Werthen der Constanten u, v,w, welche hnear 
in die Gleichung eingehen. Weil diese Constanleh die Lage der 
Ebene im Räume unzweideutig bestimmen, so werden wir sie 
die Coordinaten der Ebenen nennen, oder Ebenencoordina- 
ten zum Unterschiede von den einen Punkt im Räume bestim- 
menden Puhktcoordinaten. 

Sind demnach die Coordinaten u, v, w einer 'Ebene gegeben, 
so kann man aus ihnen die Gleichung (l) zusammensetzen, die 
Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene selbst im Räume 
bestimmt ist. Die Coordinaten der Ebene, geometrisch gedeutet, 
sind also die negativen reciproken Abschnitte, welche die Ebene 
auf den Coordinatenaxen macht. 

Fragt man nach den Eigenschaften aller Punkte, deren Coor- 
dinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung der Coordina- 
ten genügen, so weiss man, dass alle diese Punkte auf ein und 
derselben Ebene liegen. Die analoge Frage im Falle von Ebenen- 
coordinaten stellt sich so: welche Eigenschaften haben alle Ebe- 
nen, deren Cooi'dinaten irgend einer gegebenen Hnearen Gleichung 
genügen: 
(2) . Au + Bv + Cw + J) = 0. 

Es wird sich zeigen, dass alle diese Ebenen durch ein und 
denselben durch die Gleichung (2) bestimmten Punkt hindurch- 
prehen. Wenn nun im ei*sten Falle die gegebene, in Punktcoor- 
dinaten lineare, Gleichung die Gleichung der Ebene genannt wuihde, 



•.»*. 
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so verlangt die Analogie in dem anderen Falle, dass man die 
gegebene, in Ebenencoordinateil lineare , Gleichung (2) die Glei- 
chung des Punktes lienne, durch welchen alle jene Ebenen 
gehen. Von dieser Benennungsweise soll in dem Folgenden ein 
vielföltiger Gebrauch gemacht werden. 

Es bleibt aber noch nachzuweisen übrig, dass alle Ebenen (l), 
deren Coordinäten diBr Gleichung (2) genügen, wirklich durch ein 
und denselben Punkt hindurchgehen. Um diesen Nachweis zu fäh- 
ren, kann man bemerken, dass in der Gleichung (2) die Coordinä- 
ten w, V beliebige Werthe annehmen , dass aber der Werth von w 
durch sie bestimmt ist. Setzt man daher diesen Werth von w in 
die Gleichung (i), so erhält man die Gleichung aller Ebenen (rj, 
deren Coordinäten der Gleichung (2) genügen, in der Form: 

(3) .... (Ca: — Az)u + [Cy — Bz)v + (C -^ Dz) = o 

mit den beiden ,ganz willkürlichen Constanten u, v. Diese Glei- 
chung ist aber zusammengesetzt aus den Gleichungen der drei 
Ebenen: 

(4) .... Ca? — ^z = 0, Cy — BzT=:^ 0, C — Dz = o. 

Die Ebene (3) geht also durch den Schnittpunkt P der drei Ebe- 
nen (4), dessen Coordinäten sind: 

DiiBser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) ana- 
lytisch darstellt. Es ergiebt sich hieraus zugleich eine Regel für 
die Bestimmung der Coordinäten eines durch seine Gleichung 
gegebenen Punktes, wie für die Bildung der Punktgleichung, 
wenn die Coordinäten des Punktes gegeben sind. Denn bringt 
man die gegebene Punktgleichung (2) durch Multiplication mit 
einem constanten Factor auf die Form, in welcher das constante 
Glied gleich der Einheit ist, so sind die Coefßcienten von m, v, w 
die Coordinäten des Punktes. Multiplicirt man dagegen die ge- 
gebenen Coordinäten eines Punktes respective mit den Ebenen- 
coordinaten und setzt die Summe dieser Producte zur Einheit, 
addirt gleich 0, so hat man die Gleichung des Punktes. 

Da die Gleichung (1), welche durch die Gleichung (2) auf 
die Form (3) gebracht wurde, in dieser Form mit den beiden 
willkürlichen Constanten t/, 1; alle möglichen Ebenen darstellt, 
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welche durch den Punkt P gehen, so sieht man, dass die ?a- 
rial)eln Ebenencoordinaten w, », w, weiche nur der Gleichung (2), 
der Gleichung des Punktes P, genügen , allen möglichen Ebenen 
Zügehören, welche durch diesen Punkt gehen. 

Die Form (2) der Gleichung des Punktes wird fortan die 
allgemeine Form der Gleichung des Punktes genannt 
werden zum Unterschiede von der Form: 

(6) . . 4 au + bv + cw + 1== 0, 

die wir die Normalform der Gleichung des Punktes 
Hennen. 

(7) . . .Wenn die Coordinaten U, V, W einer geraden 

Linie und die Gleichung eine« Punktes im 
Räume in der Normalform gegebeu sind, den 
senkrechten Abstand des 'Punktes voij der 
Ebene zu bestimmen. 

Diese Aufgabe lässt sich leicht zurückführen auf die Aufgabe (7) 
in der zweiten Vorlesung. Denn es ist die Gleichung der Ebene 
in der Normalforni: 

und wenn (6) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so hat 
man die Goordinaten desselben 

« . b , c. 

Daraus ergiebt sich nun nach der in (8) der zweiten Vorle- 
seng- angegebenen Regel der senkrechte Abstand des Punktes von 

der Ebene: 

- (/a^ yb + Wc + I 

Verglicht man diesen Ausdrück mit (6) , so kann man fol- 
gende Regel aufstellen: 

(6) . . .Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform gegebenen Gleichung eines Punktes 
dividirt durch j/(m* + t'* + w*) , «o drückt der 
Quotient den senkrechten Abstand aus des 
Punktes von einer durcii ihre Goordinaten t/,t;,ii^ 
gegebenen Ebene. 

Hess«, AnalyU Geomelr. ^ 
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Setzt man: 

/g\ Amau + bv + cfv+l, 

^, ^ a^u + biV + c^rv + \f 
so wird nach (8) : 

(10) , A — A^ = o 

die Bedingung ausdrücken, däss eine durch ilire Coordinaten w, v, w 
bestimmte Ebene von den durch ihre Gleichungen A=o und u^,=o 
gegebenen Punkten gleich weit abstehe. Da (lO) aber die Glei- 
chung eines Punktes ist, so werden alle Ebenen, deren senk- 
rechte Abstände von den beiden Ihmkteri gleich sind, durch je- 
nen Punkt hindurchgehen. Es ist dieses bekanntlich derjenige 
Punkt, der auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte 
in dem UnendUchen liegt. 

Sind die senkrechten Abstände der Ebene von den beiden 
gegebenen Punkten gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen, 
so hat man dafür die Bedingung: 
(n) A + A,--^o\ 

wdches die Gleichung desjenigen Punktes ist, der" die Verbin- 
dungsHnie der beiden gegebenen Pmikte A = o und A^ = o hal- 
birt. Denn alle Ebenen, welche durch diesen Punkt gehen, ha- 
ben von den beiden gegebenen Punkten gleiche, aber dem Vorzei- 
chen nach entgegengesetzte Abstände. Man hat daher deii Satz: 

(12) . . . Wenn ^ == und ^1 = die Gleichungen zweier 

gegebener Punkte in der Normalform sind, 
so sind A — Ax^= o und .^ + A^ == o die Glei- 
chungen zweier anderer Punkte auf der Ver- 
bindungslinie der ersteren, von welchen 
der eine in dem Unendlichen liegt, der an- 
dere die Verbindungslinie halbirt. 
(Jm von diesem Satze eine Anwendung zu machen auf das ebene 
Dreieck und das Tetraeder nehmen wir folgende beide Sätze 211 Hülfe: 

(13) . . . Wenn z.wischen den Gleichungen dreier 

Punkte ü=^o, üi ^= o , 1/2=^0 die Identität 
statt hat: 

kü + k,ü, + k^U, = 0, 
so Jiegen die drei Punkte auf ein und dersel- 
ben geraden Linie. 
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Die €oordinaten aller Ebenen, welche (hirch die beiden Punkte 
U = und Ut = hindurchgehen, genügen diesen beiden Glei- 
chungen zugleich, sie genügen also auch, mit Rücksicht auf die 
Identität , der Gleichung ü^ = o. Da aber alle Ebenen , deren 
Coordinaten der Gleichung 1/2 = genügen, durch ein und den- 
selben Punkt Ü2 = gehen , und die vorhin erwähnten Ebenen, 
\^ eiche durch die Verbindungslinie der beiden Punkte gehen, 
mit zu diesen Ebenen gehören , so muss der Punkt üi -— auf 
der Verbindungslinie der beiden Punkte liegen. 

(\4) . . . Vi^enn zwischen den Gleichungen von vier 
Punkten ^7^= 0, ü^ = o, Ü2 = 0, i/3 = die Iden- 
tität statt hat: 

kU + k,ü, + k,ü^ + ^8^3= 0, 

so liegen die vier Punkte auf ein und dersel- 
ben Ebene. 

Man hat nur eine Ebene, deren Coordinaten den drei Punktglei- 
chungen (1=0, üi= 0, £7^j = zu gleicher Zeit genügen, nämlich 
die Ebene , welche durch die drei Punkte hindurchgeht. Die 
Coordinaten dieser Ebene genügen, mit Rücksicht auf die Identi- 
tät, der Gleichung U3 = 0. Da nun alle Ebenen, welche der Glei- 
chung ü.^ = genügen, durch ein und denselben Punkt U3 ~= 
gehen , so muss auch die angegebene Ebene durch diesen Punkt 
gehen. 

Betrachtet man nun irgend ein ebenes Dreieck, dessen Ecken 
durch die Punktgleichungen in der Normalform gegc»ben seien : 

Aq = , Ai == , A2 = , 

so hat man nach dem Vorhergehenden für die Ilalbirungspunkte 
der Seiten die Gleichungen : 

J^ + A2 = 0, A^ + A^ = , A^ + A^= 0. 
Die Gleichung aber: 

^0 + ^1 + ^2 = 
stellt einen Punkt im Räume dar, der nach (14) in der Ebene 
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Linien 
liegt, welche die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks verbinden 
mit jden gegenüberliegenden Ecken. Es ist dieses ein Satz, dem 
mau folgenden Ausdruck geben kann: 

4* 
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Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines 
ebenen Dreiecks verbindet durcb drei gerade Li- 
nien mit den ibnen gegenüberliegenden Ecken, so 
schneiden sich die drei Verbindungslinien in ein 
und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des 
Dreiecks. 

Drücken die Punktgleichungen in der Normalform : 

^0 = ö » , -4, = , A^ = , A3 = 

die Ecken eines Tetraeders aus, so hat man für die Halbirungs- 
punkte der Kanten die folgenden Gleichungen : 

Jq + Ai z= , A^ + A^ = , 

Aq + A^ = , ^3 + ^1 = , 

Aq + A3 = 0, Ai + A^ ^^ 0. 

Zwei von diesen in derselben Horizontallinie stehenden Gleichun- 
gen zu einander addirt geben dreimal die Gleichung : . 

Ao + Ai + A^ + As = o, 

wodurch nach (l3) der Beweis des Satzes geführt ist: 

Wenn mau die Mittelpunkte der gegenüberlie- 
genden Kanten eines Tetraeders durch drei gerade 
Linien verbindet, so schneiden sich die drei Ver- 
bindungslinien in ein und demselben Punkte. 

Man kann aber auch die zuletzt angeführte Gleichung vier 
Mal zertheilen in die Summe von drei (Gliedern + einem Gliede, 
woraus nach (13) der Satz entspringt: 

Wenn man den Schwerpunkt einer jeden Seiten- 
fläche eines Tetraeders durch eine gerade Linie 
verbindet mit der gegenüberliegenden Ecke des Te- 
traeders, so schneiden sich die vier Verbindungs- 
linien in ein und demselben Punkte. 



Die Analogie , welche die vorstehenden Untersuchungen mit 
der zweiten Vorlesung ^lieten, erstreckt ^ch auch auf die foigen- 
den Untersuchungen und die dritte Vorlesung. 
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Sucht man die Bediii^Ming, mcIcIh^ die Coordiriatcii u, /;, iv 

einer Ebene zu erfüllen haben, wenn die senkrechten Abstände 

der Ebene von zwei durch ihre Gleichungen in der Normalforin 
gegebenen Punkten : 

(15) ^0 = 0, ^j = 

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Grössen äq : a, , so tindet 

man: 

(16) dn _ dl = 0. 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes. Durch ihn ge- 
hen also alle Ebenen , deren senkrechte Abstände die genannte 
Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung lehrt, dass 
dieser Punkt auf der durch die beiden Punkte gehenden geraden 
Linie liegt. Daher stellt die Gleichung (16) einen Punkt dieser 
geraden Linie dar. Die geometrische Anschauung lehrt ferner, 
dass die Abstände dieses Punktes selbst von den beiden gegebenen 
sich ebenfalls verhalten wie die gegebenen beiden Grössen a^ia^. 
Daraus kann man wiederum schliessen, dass die Gleichung (|6) 
jeden beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der beiden ge- 
gebenen Punkte ausdruckt. Denn , welches auch der auf der 
Verbindungslinie angenommene Punkt sei, es wird (16) die Glei- 
chung dieses Punktes sein, wenn «o "^d a, die Abstände dessel- 
ben von den gegebenen beiden Punkten ausdrücken. 

Bringt man, indem man 1=^^ setzt, (16) auf die Form: 

(17) A^— lA,~o 

und bezeichnet die gegebenen beiden Punkte mit und i , und 
einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte mit 2 , so wird dieses die Gleichung des Punk- 
tes 2 sein in der Voraussetzung, dass X den Werth hat: 

('•) ^ = Wy 

Dieser Punkt liegt zwischen den gegebenen beiden Punkten, 
oder ausserhalb derselben je nachdem l negativ oder positiv ist. 

Ein anderer Punkt 3, der ebenfalls auf der geraden Linie 
liegt, hat zur Gleichung: 

(19) . ^0 -r l^-^i =-- o. 
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Das Verhältniss : 

-l _ (20) . (30) 
^^^ f* ~ (21) • (31) 

nennt man das anharmonische Verhältniss des Punkten- 
paares 2 und 3 zu dem Punktenpaare und i. 

Das anharmonische Verhältniss wird wieder — , wenn die 

' m 

Gleichungen der beiden Punktenpaare in der Form gegeben sind: 

(21) . . . Fo = 0, V, = o, Fo - /F, = 0, Fo - m F, = o, 

wovon man sich leicht überzeugt, wenn man die allgemeinen 
Formen V^, F, der Gleichungen des ersten Punktenpaares durch 
ihre Normalformen ausdruckt. 

2'i) . . . Gegeben sind die Gleichungen von vier Punk- 
ten, die auf ein und derselbcngeraden Linie 
liegen : 

Z7„— A^, = o, ÜQ — fiüiT-o, Uo — l^U^ = o, UQ=(iiüi=o, 

das anharmonische Verhältniss des letzten 
Punktenpaares zu dem ersten zu bestimmen. 

Durch Zurückfuhrung der gegebenen Formen auf die Formen (21) 
erhält man aus den letzteren das gesuchte anharmonische Ver- 
hältniss — gleich : 

(23) ^^ : ^^=^- 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmonischen 
Verhältniss, wenn ersteres den Wer th —1 annimmt, und die 
beiden Punktenpaare werden unter dieser Bedingung harmoni- 
sche Punktenpaare. Man erhält daher aus (20) die Bedin- 
gung für harmonische Punktenpaare auf einer geraden Linie : 

(24) . ^ + m = o 

Es ist dieses dieselbe Gleicimng, welche wir am Schlüsse 
der dritten Vorlesung unter (23) als Definition von harmonischen 
Punkt(Mi auf einer geraden Linie aufgestellt haben zum Zwecke 
der Uebertragung von Sätzen der Rugeloberfläche auf die Ebene. 
Ihre Discussion für specielle Fälle giebt eine Vorstellung von 
der Lage von zwei harmonischen Punktenpaaren zu einander. 



Der Punkt im Räume und Punkte im ßnume. 55 

So kann man zum ßeispiel bemerken, wenn von einem Punkten- 
paare, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punktenpaar, 
der eine Punkt zwischen die gegebenen fällt, dass der andere 
ausserhalb liegt; wenn der eine Punkt die von dem gegebenen 
Punktenpaar begrenzte gerade Linie lialbirt, dass der andere in 
(las Unendliche fallt, und umgekehrt; endlich, wenn der eine 
Punkt einem der gegebenen unendlich nahe ruckt, dass der an- 
dere ihm ebenfalls unendlich nahe ruckt, so dass im Grenzfalle 
alle drei Punkte zusammenfallen. 

Da für harmonische Punkte — = — i ist, so stellen sich die 

m ^ 

Gleichungen zweier harmomscher Punktenpaare also dar: 

(25) . .. . Fo -- ^ 0, r, = o, Fo - / F, = 0, Fo + / F, = o. 

Sind allgemeiner die (ileichungen von zwei Punktenpaaren 
auf derselben geraden Linie gegeben in der Form (22) , so erhält 
man die Bedingung, dass sie harmonisch zu einander ^ seien, 
wenn man (-23)' gleich — 1 setzt, woraus die Bedingungsgleicliung 
hervorgeht : 
(26) l^ — 4 (1 + ii) (A, + II,) + X,fi, -= o. 

Wenn daher von zwei harmonischen Punkt enpaaren drei 
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmonische Punkt un- 
zweideutig bestimmt. Aber es ist nicht das Punktenpaar be- 
stimmt, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punkten- 
paar. Deshalb kann man die Frage aufwerfen: 

(27) . . . Dasjenige Punktenpaar zu bestimmen, wel- 
ches harmonisch ist zu jedem von zwei ge- 
gebenen Punktenpaaren, die auf derselben 
geraden Linie liegen. 

Sind : ^o — ^o^i = o » ^o — ^i ^i = o , 

die Gleichungen der gegebenen, und: 

die Gleichungen des gesuchten Punktenpaares, so hat man die 
Bcdingungsgleichungen : 

Af* — 4(^ + '*) (^0 + fto) + Vo = 0, 

A/^ — i(A + f^) (^I + ^^i) + ^1/^1 = o. 
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Hiernach sind die Unbekannten l und fi als die Wurzeln 
einer leicht' zu bildenden quadratischen Gleichung bestimmt. 
Man ^ird daher nur ein einziges Punktenpaar finden, weiches 
zu den gegebenen beiden harmonisch ist. 

Drei Punkteopaare auf derselben geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktenpaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktenpaare. 

Zwei gegebene Punktenpaare auf derselben geraden Linie 
bestimmen nach dem Vorhergehenden dasjenige Punktenpaar, 
welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen Punktenpaare. 
Ein drittes zu dem bestin^mten Punktenpaare harmonisches Punk- 
tenpaar wird also mit den gegebenen beiden eine Involution bil- 
den. Da aber von diesem dritten Punktenpaare ein Punkt auf 
der geraden Linie beliebig gewählt werden kann, so sieht mau, 
dass von drei Punktenpaaren der Involution fünf Punkte auf der 
geraden Linie beliebig angenommen werden können , dass der 
sechste Punkt der Involution aber durch sie bestimmt ist. Es 
findet daher zwischen drei Punktenpaaren auf derselben geraden 
Linie nur eine Bedingungsgleichung statt, wenn sie eine In- 
volution bilden. 

(28) ... Es sind die Gleichungen von drei Punkten- 

p.aaren auf derselben geraden Linie gegeben: 

^0 — f*o^i = o» ^0 — ^1^1=0, F„ — |[i,r, = 

die Bedingung anzugeben, unter welcher 
diese drei Punktenpaare eine Involution 
bilden. 

Stellt man die drei Bedingungsgleichungen in der Form (26) 
auf, die erffdlt werden müssen, wenn sicli ein Punklenpaar: 

bestimmen lassen soll, welches harmonisch ist zu jedem der ge- 
gebenen Punktenpaare, und ehminirt aus diesen drei Bedingungs- 
gleichungen l + IL und A ft , so erhält man die gesuchte Bedin- 
gungsgleichung : 

(29) . . . (Ao- fi,) [h — f*,) (^2 - h) + (^ - ^i) (f^i - K) {h ~ K) = 0. 
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Diese Bedingungsgleichung wird, wenn man setzt ^0=^*0 = ^ 
und zugleich X^ = (i^ = fi. die Bedingungsgleichung für vier har- 
monische Punkte, die man erhält, wenn man den Ausdruck (23) 
gleich — I setzt. Deshalb hat man den Satz: 

Wenn von drei Puiiktenpaaren der Involution das 
eine Punktenpaar mit einem Punkte, ein zweites 
Punktenpaar mit ein^m zweiten Punkte zusammen- 
fallen, so ist das dritte Punktenpaar der Involution 
harmonisch zu den beiden Punkten. 

Diese Gleichung (29) geht ferner über in : 

wenn die Gleichungen der drei Punktenpaare in der Form gege- 
ben sind : . . 

Aq r=7 O, Aq — k^Ai = 0, Aq — liAi := 0, 

Ai = 0, Aq — fl^A^ = 0, A^^ — (itA^ = 0, 

woraus mit Rücksicht auf (I8) die Relation hervorgeht : 

(m\ ^-?^^ ^^ (40) (50) _ 

^^^ (21) (31) (41) * (51) ~''' 

wenn A^ und A^ die Normalformen bedeuten für das erste Pimk- 
tenpaar und 1, und man das zweite Punktenpaar mit 2 und 3, 
und das dritte Punktenpaar mit 4 und 5 bezeichnet. 

Die abgeleitete Gleichung (30) kann als Definition dienen für 
drei Punktenpaare der Involution, gleich \™ die beiden anderen 
Gleichungen, welche aus ihr durch Vertauschung von je zwei Punk- 
ten der drei Punktenpaare hervorgehen. 

Es lassen sich aber auch die Gleichungen von drei Punkten- 
paaren der Involution immer auf die Form zurückführen: 

(31) ... ^« - ^0^^ = ""* ^" - ^1^1 = 0, V, - A,r, = 0, 
' " Fo -I- X,V, =^0, Fo + KV, = 0, Fo + A,r, = 0, 
indem man das Punktenpaar zum Grunde legt F^ = o und F, == o, 
welches harmonisch ist zu jedem Punktenpaare der Involution. 

Setzt man, um diese Gleichungen synunetrisch diu'ch drei 
Symbole auszudrücken: 
TT 1 p- ^0 TT i v — ^1 V i y ^g , 

SO hat man die identische Gleichung : 

(32) U^+ U,^ü^ = o, 
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und die Gleichungen der drei Punklenpaare der Involution (31) 
steilen sich also dar: 



(33) . 


ü„=o. 




Ut=o, 


iiiilen 


1 die Grössen |u„, (i, 


• N'' 










^0 + 1, " 



ehenso willkürlich bleiben als die Grössen Aq , A, , Aj. 

Man braucht daher nur die Gleichungen von drei Punkten- 
paaren auf die Form (33) zurückzuführen und die identische Glei- 
chung (32) nachzuweisen, um den Beweis zu führen, dass die 
drei. Punktenpaare eine Involution bilden. 

Neben den Relationen (30) zmschen den Entfernungen der 
Punkte der Involution von einander hat man noch andere, die 
sich aus den Gleichungen . (32) und (33) leicht ableiten lassen, 
wenn man die Symbole (Jq, Ui, U^ durch ihre Normalformen: 

Qo ^ü = ^o> Q\ Ux -- A^ , QtUi = A^ 
ersetzt, wodurch (32) und (33) übergehen in: 

(34) 4? + ^1 + '^2 = , 

^ ' 9o Qi 92 



(35) 



■^ \ Act ^ yr.j ^0 Af^ A^ 

Pi."i QiP'i ' 92^2 9viH ' 9oH 9i^i "^ 

Denn es ist nach (i8), wenn man die drei letzten Punkte mit 
j^o, ^,, B^ bezeichnet: 

9_i^ __(ßaA\}^ ^?9i ___. W^?) ^ f*o9o j__ (^2j^J^ 

woraus man durch Multiplication sämmtlicher Gleichungen erhalt: 

/.M . , _ (B,A,) ,( B, A,). (B.Aq) 

^"^^^ ' ~ (B,A,),(B,Ao) . (B,Ay 

Es ist dieses dieselbe Gleichung, auf welche am Ende der 
dritten Vorlesung (24) die Betrachtung des unendlich Kleinen zu- 
rückführte. Aus ihr erhält man endlich durch Vertauschung von 
^0 mit ^0» von ^, mit Z?,imd von ^2 wiit ^2iioch drei andere Relationen 
neben der Gleichung (36), die alle dieselbe Bedingung aber in anderer 
Form ausdrücken und sich daher von einander ableiten lassen müssen. 
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Es ^^ird dieses genügen , um die doppelte Deutung von 
linearen sjiiibolischen Ausdrücken und Gleichungen von drei Va- 
riabein anschaulich zu machen. Die weitere Durchführung der- 
selben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung unterliegt kei- 
nen Schwierigkeiten. Wir übergehen sie aber, weil sie nur zu 
solchen geometrischen Sätzen führt, die bereits diu'ch das Prin- 
cip der Kugel allgemeiner auf der Kugeloberlläche nachgewiesen 
Murden und ihre Geltung in der Ebene durch die erwähnte Be- 
trachtung des unendlich Kleinen erlangen. 

' Wir schHessen diese Vorlesung mit einer Betrachtung des 
Tetraeders. Es seien: 

Aq = o, ^,=0, A^z=o, ^3 = 
die Gleidumgen der Ecken desselben. Irgend drei beliebige 
Punkte auf den von der Ecke A(^ = o ausgehenden Kanten stel- 
len sich unter der Form dar: 

An -^A ___ ^ -^o ^ ^ -^^ __ „ 

Die Differenzen dieser Gleichungen ergeben: 

als Gleichungen von drei Pimkton auf den drei anderen Kanten 
des Tetraeders, die zugleich auf der durch die drei ersten Punkte 
gelegten Ebene liegen. Man kann also sagen, dass man durch 
die sechs Kanten des Tetraeders eine beUebige Ebene gelegt habe. 
Die Schnittpunkte derselben mit den sechs Kanten drücken jene 
sechs Gleichungen aus. Die Gleichungen der \ierten harmoni- 
schen Punkte auf den Kanten des Tetraeders s|nd dann respective: 

^-f^ = o, dsi + dl = o, ^ + ±'=0, 

Öurch Addition Je zweier von diesen Gleichungen, die unter 
i'inander stehen, erhält man die Gleichung: 

— 4- ^^ -4- :42 4. :f£l ^^^ 
«0 "^ «, «2 "*" «3 

Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satzes: 

Wenn man die Kanten oder die Verlängerungen 
der Kanten eines Tetraeders durch eine Ebene schnei- 
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det, und auf jeder Kante zu dem Schnitlpunkte den 
vierten harmonischen Punkt construirt, so sehnei- 
den sich die drei geraden Linien, welche die vierten 
harmonischen Punkte auf den gegenüberliegenden 
Kanten paarweise verbinden, in ein und demselben 
Punkte. 

Rückt die, die Kanten des Tetraeders schneidende. Ebene in 
das Unendliche, so werden die vierten harmonischen Punkte die 
Mittelpunkte der Kanten. 



Sechste Vorlesimg. 
Homogene Coordinaten. Gerade Linien im Räume. 



Um die Vortheile der Symmetrie in der analytischen Geo- 
metrie zu haben, drückt man den Ort eines Punktes im Räume 
durch vier Coordinaten x, y, z, p aus. Man versteht darunter 
vier Grössen, deren Verhältnisse — » — » - die ffebräuchlichen 
rechtwinkhgen Coordinaten des Punktes darstellen. Wir werden 
fortan jene vier Grössen die Coordinaten, oder die homoge- 
nen Coordinaten des Punktes nennen, die angegebenen Verhält- 
nisse dagegen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes. 

Dieses vorausgesetzt, werden die Coordinaten eines Punktes 
die Lage desselben im Räume zwar unzweideutig bestimmen, aber 
nicht umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes vollständig 
bestimmt, wenn die Lage des Punktes im Räume gegeben ist. 

Ein Punkt im Ranme hat hiernach unendlich nele Werthe sei- 
ner Coordinaten, deren Verhältnisse zu einander aber bestimmt sind. 
Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coordinaten ein und den- 
selben Punkt bestimmen, wenn ihre Verhältnisse dieselben sind. 

Die Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coordinaten 
ausgedrückt : 

Jx + By + Cz + D = o 

wird durch Einführung der homogenen Coordinaten , indem man 

— » ^» — respective für x,y,z setzt, luid mit p multiplicirt , zu 

P P P 

einer homogenen Gleichung derselben Ebene: 

Jx + By + Cz + Dp = 0. 
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Ist daher U = o die Gleichung einer Ebene in rechtwink- 
ligen Coordinaten und man setzt pU = W, so wird PF=o die 
homogene Gleichung derselben Ebene, wenn man für die Pro- 
ducte xp, yp, zp, p die neuen Coordinaten setzt x, y, z, p. 

Umgekehrt, ist W= o die homogene Gleichung einer Ebene, 
so braucht man in ihr nur p = i zu setzen , um die Gleichung 
derselben Ebene in rechtwinkligen Coordinaten zu erhalten. 

Mao ersieht hieraus, dass sich mit den homogenen Formen 
der Gleichungen von Ebenen ebenso operiren lässt, als mit den 
allgemeinen Formen. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren, 
die sich in derselben geraden Linie schneiden/, in der allgemei- 
nen Form gegeben : 

f7o = o, Ui = Oy Uq — XUi = 0, Uo — (lUi = o, 
so stellen sich itie Gleichungen dieser Ebenen*, indem man setzt 
pUq=^ Wo, P^\= Wi in der bomogenen Form ebenso dar: 

Diese homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorhergehen- 
den über , wenn man p = l setzt. Das anhannoniscbe Verhält- 
niss — des zweiten Ebenenpaares zu dem ersten lässt sich im 
ersten wie in dem zweiten Falle aus den Gleichungen ablesen. 

Gleichzeitig drückt man die Lage einer Ebene im Räume 
durch vier Ebenencoordinaten , homogene Ebenencoordinaten, 
u, V, w, r aus. Man verstellt darunter die Coefficienten der Va- 
nabeln in der homogenen Gh»ichung der Ebene. Die gebräuch- 
lichen rechtwinkligen Ebenencoordinaten sind demnach die 
durch die Lage der Ebene im Räume gegebenen Verhältnisse 

ü V tr 
r r r 

Die Gleichung eines Punktes: 

Ju + Bv + Cw -\- D=o 
wird durch Einführimg der homogenen Ebenencoordinaten, in- 
dem man — > -» - für u, v, w setzt und mit r multiplicirt, zu 

r r r 

einer homogenen Gleichung desselben Punktes: 
Au + Bv + Cw +Dr = o. 
Ist daher U= o die Gleicbung eines Punktes in rechtwink- 
ligen Ebenencoordinaleii , und man setzt rU -^ R, so wird Ä == o 
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die homogene Gleichung desselben Punktes , wenn man für . 
ru, rv, rw, r respective setzt w, v, w, r. 

Ist umgekehrt R = o die homogene Gleichung eines Punk- 
tes, so geht dieselbe, wenn man in ihr p=l setzt, in die 
durch rechtwinklige Ebenencoordinaten ausgedruckte Gleichung 
desselben Punktes iiber. 

Für diese homogenen Formen der Punktgleichungen gelten 
daher dieselben Entwickelungen , die wir für die allgemeinen 
Formen der Punktgleichungen gegeben haben. 

Sind zum Beispiel die homogenen Gleichungen von zwei 
Punktenpaaren auf derselben geraden Linie gegeben in der Form: 

so hat man das anharmonische Verhältniss des zweiten Punkten- 
paares zu dem ersten gleich — • 

Der Vortheil der homogenen Coordinaten tritt erst in den 
folgenden Betrachtungen zu Tage. 

Wenn man mit B^ den Ausdruck bezeichnet: 

so sind : 

i?„ =: 0, R^ = 

die homogenen Gleichungen zweier Punkte und l , die durch 
ihre Coordinaten Xq, i/o, ^o» J»o "nd x^, y,, z, , p, gegeben sind. 
Es ist ferner: 

loRo + ^1^1 = 

die Gleichung irgend eines Punktes P auf der Verbindungslinie 
der beiden gegebenen Punkte. Bezeichnet man mit x, y, z, p 
die Coordinaten dieses Pimktes und bestimmt dieselben aus der 
zuletzt angegebenen Gleichung, so erhält man: 

X — — Aq Xq -f- A| Xi , 

P= KPo + ^iPi- 
Hieraus ergeben sich nun die Coordinaten x, y, z, p aller Punkte 
auf der Verbindungslinie der beiden Punkte o und I, >^enn man 
Ao und A, beliebig variiren lasst. Man kaim aber auch A^ = i 
setzen und allein A, variiren lassen. Die Coordhiaten des zu P 
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harmonischen Punktes erhält man aus (i), wenn man A^ in — A, 
umwandelt. 
I Aus den gegebenen Gleichungen von drei Punkten o , 1,2: 

I Ii^ = 0, Ri = 0, JR^ ::= 

setzt sich die Gleichung eines beliebigen Punktes der Ebene zu- 
sammen, die durch die gegebenen drei Punkte hindurchgeht: 

Die Coordinaten x,f/,z,p dieses Punktes stellen sich dar wie 
folgt: 

(-2) - y = hyo + Kvi + hyt* 

Z = Ag^o "T ^l^^l + A«^«» 
P = hPo + ^iPl + ^2^2» 

Diese Ausdrucke geben die Coordinaten aller Punkte der genann- 
ten Ebene, wenn man X^, k^, k^ beliebig variiren lässt oder auch 
hur zwei von diesen Grössen. 

Ebenso setzt sich aus den gegebenen vier Punktgleichungen : 

/?Q == 0, jR, = 0, Äg = 0, ^3=0 

die Gleichung eines beliebigen Punktes im Räume zusammen: 

Ao/?o + ^1^1 + ^2^2 + A3Ä3 = 0, 
woraus man die Coordinaten x, y, z, p dieses Punktes erhält: 

(3) ^ = ^0^0+ A.yi + ^2^2 + ^3^3, 

z = Ao^o + A,Zi -f. Ajtj + A,Zj, 
P = KPo + ^iP^ + hPi + hPi- 

Die analogen Betrachtungen, angestellt bei homogenen Glei- 
chungen der Ebenen , führen auf ganz analog gebildete Rela- 
tionen. 

Bezeichnet man nämUch mit JF^ den Ausdruck: 

^k = w*'^ + v,,y + w,z + r^p, 

so hat man die Gleichungen zweier durch ihre homogenen Coor- 
dinaten Wo, Vo, t^ü, To und M, , Vi, Wyy r, gegebenen Ebenen und 1 ; 
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Irgend eine Ebene, die durch die Schnittlinie der gegebe- 
nen Ebenen hindurchgeht, hat zur Gleichung: 

Wenn nun u, v, rv, r die Coordiiiaten dieser Ebene bezeich- 
nen, so hat man: 

u = AoWo + ^iWi, 

und man erhalt die Coordinaten alier durch die genannte Schnitt- 
linie gehenden Ebenen, wenn man k^ und A, variiren lässt oder 
auch nur eine von diesen willkürlichen Grössen. Fixirt man 
aber eine von diesen Ebenen, so erhält man die Coordinaten der 
ihr zugehörigen vierten harmonischen Ebene aus (4), wenn man für 
^1 setzt — A|. . 

In ähnlicher Weise drückt man die Coordinaten w, v, w, r 
einer beliebigen Ebene , welche durch den Schnittpunkt dreier 
durch ihre Coordinaten gegebenen Ebenen hindurchgeht, durch 
folgende Gleichungen aus: 

U = AoMp + ^iWl + A2W2, 

V = loVo + Kvi + Ajv,, 

(0) 

w= Xf^Wo + liWi + AjWj, 

r = ^0^0 + ^i'*! + ^2^2. 
Endlich lassen sich die Coordinaten u, v, w, r irgend einer 
Ebene im Räume durch die Coordinaten von vier Ebenen also 
ausdrücken : 

u = Atjt^o + ^iWi + AjWj + X3W3, 

V = XqV^ + liVt + X^v^ + AjVs, 

w= AüWü+ XiWi + X2W2 + A3W3, 

r = AqTo + AiTi -f. Aj/^a + Aa^a. 

Stellt man die homogenen Gleichungen von vier Ebe- 
nen 0, 1, 2, 3, welche sich in ein und derselben geraden Linie 
schneiden : 

^0=0, ^,=0, Wo — XWi = o, Wo—iLW,=o 
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zusammen mit den homogenen Coordinaten von irgend vier Punk- 
ten 0, 1, 2, 3, welche in derselben geraden Linie liegen: 

ye, yi, yo — iytf Va — rny^, 

^0» 2;,, z„ — /z, , 2o — »12,, 

/>o» i'r. Po — 'Pi» Po — »»Pi» 
und drückt die vier Bedingungen aus, die erfüllt werden müäse», 
wenn diese vier Punkte respective in den vier Ebenen liegen, so 
erhält man: 

wenn Wq^ und W^,® die Ausdrücke bezeichnen, in welche ^pund W^ 
übergehen durch Vertauschung der variabeln Coordinaten mit den 
Coordinaten des Punktes o , und wenn JVo\ FFj* die Ausdrücke 
bezeichnen, in welche Wq und J^, übergehen durch Vertauschung 
der variabeln Coordinaten mit den Coordinaten des Punktes i. 
Aus den beiden letzten Bedingungen erhält man aber : 

l_ X 

das heisst, die Punkte haben dasselbe anharmonische Verhältniss, 
als die Ebenen, auf welchen sie liegen. Sie sind deshalb harmo-. 
nisclie Punkte, wenn die Ebenen harmonische Ebenen sind, und 
umgekehrt. Daraus entspringen die Sätze: 

Vier harmonische Ebenen werden durch eine 
gerade Linie in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

Vier in derselben geraden Linie sich schnei- 
dende Ebenen sind harmonische Ebenen, wenn jede 
derselben durch einen von vier harmonischen Punk- 
ten geht. 

An diese Sätze scUiessen sich unmittelbar folgende an : 

Drei Ebenenpaare der Involution werden durch 
eine gerade Linie geschnitten in Punktenpa^ren der 
Involution. 

Drei Paar Ebenen, welche sich in eiii und der- 
selben geraden Linie schneiden, bilden eine Involu- 
tion, wenn jede Ebene durch einen von sechs Punk- 
ten der Involution hindurchgeht. 

Hesse, Analyt. Geomelr. 5 
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Denn, sind drei Ebenenpaare der Involution gegeben, und man 
construirt dasjenige Ebenenpaar, welches harmonisch ist zu jedem 
der drei gegebenen Ebenenpaare , so schneidet das hai^monische 
Ebenenpaar eine gegebene gerade Linie hi einem Punktenpaare, 
welches harmonisch ist zu den Schnittpunkten eines Jeden der 
drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden Linie. Letztere 
bilden also nach der Definition eine Involution. Hieraus ergiebt 
sich zugleich der Beweis des letzten Satzes, wenn man Ebenen 
und Punkte in geeigneter Weise mit einander vertauscht. 



Durch zwei in Punktcoordinaten lineai*e Gleichungen stellt 
man eine gerade Linie im Räume dar, die Schnitthnie der bei- 
den Ebenen, welche die linearen Gleichungen einzeln ausdrücken. 
Denn die Coordinaten aller Punkte, welche auf dieser Schnittlinie 
liegen, genügen zu gleicher Zeit beiden Gleichungen, und umge- 
kehrt, die Coordinaten, welche beiden Gleichungen zugleich ge- 
nügen, gehören Punkten zu, welche auf der geraden Linie liegen. 

In ähnlicher Weise kann man eine gerade Linie im Räume 
durch zwei in Ebenencoordinaten lineare Gleichungen darstellen. 
Denn die Coordinaten aller Ebenen , welche durch die Verbin- 
dungslinie der beiden Punkte hindurchgehen, genügen zugleich 
beiden Gleichungen , und umgekehrt alle Ebenencoordinaten, 
welche den beiden Gleichungen zugleich genügen, gehören Ebe- 
nen zu, die sich in der genannten VerbindungsUnie schneiden. 

Durch Einführung von zwei neuen Variabein drückt man die 
gerade Linie im Räume analytisch durch vier Gleicliungen aus, 
nämlich durch die Gleichungen (i) oder durch die Gleichungen (4). 
Aus ihnen erhält man die erwähnten zwei Ausdrücke der gera- 
den Linie, indem man durch Elimination von Aq und A, zwei 
Gleichungen bildet, im ersten Falle zwei lineare Gleichungen in 
Punktcoordinaten , im zweiten Falle zwei lineare Gleichungen in 
Ebenencoordinaten. 

Es bringt bisweilen Vortheil , eine gerade Linie analytisch 
durch drei Gleichungen auszudrücken, indem man nur eine neue 
Variable einführt, wie folgt: 

Wenn 0, h, c die rechtwinkligen (Koordinaten eines gegebenen 
Punktes auf einer geraden Linie ausdrücken , und a, ß, y die 
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Winkd, welche die gerade Linie mit den Coordinatenaxen bildet, 
so ist durch diese Bestimmungsstücke die Lage der geraden Li- 
nie im Räume unzweideutig gegeben, und die rechtwinkligen 
Coordmaten x, y, z eines beliebigen Punktes p auf der geraden 
Uoie werden nicht noehr willkürtich seiu^ sondern gewissen Be- 
dogungen genügen müssen. Um diese Bedingungen zu erhalten, 
projicire man die begrenzte gerade Linie op, deren Länge mit r 
bezeichnet werde, auf die Coordinatenaxen. Das eine Mal erhält 
man diese Projectionen gleich x — a, y — 6, z — c, das an- 
dere Mai gleich r cos a, r cos ß, r cos y. Man hat daher für die 
gerade Linie die Gleichungen: 

X — a= r cos u , 

(7) y — b z= r cosß, 

z — c ^= r cos y , 

ausgedruckt durch die rechtwinkligen Coordinaten eines gegebe- 
aen Punktes auf ihr und durch die Winkel, die die gerade Linie 
mit den Coordinatenaxen bildet Man erhält hieraus die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z aller Punkte der geraden Linie, 
indem man r beliebig variiren lässt, oder die Gleichungen zweier 
Ebenen, welche sich in der geraden Linie schneiden, wenn man 
die variable Grösse r eliminirt, welche die Entfernung des va- 
riabeln Punktes p von dem gegebenen Punkte o der geraden Li- 
nie ausdrückt. 

Wir sclitiessen diese Vorlesung mit zwei Aufgaben, deren 
Auflösungen Gelegenheit geben werden , Formeln , welche in der 
ersten Vorlesung entwickelt wurden, in Anwendung zu bringen. 

(8) . . . Den senkrechten Abstand zu bestimmen eines 
gegebenen Punktes von einer gegebenen ge- 
raden Linie im Räume. 

Die Coordinaten des gegebenen Punktes seien a„ 6,, c„ und 
die Gleichungen der gegebenen geraden Linie: 

X — a = r . a, 

z — c = r. y , 

wo «, ßf y der Kurze wegen die Cosinus der Winkel ausdrücken« 
welche die. gegebene gerade Linie mit den Coordinatenaxen bildet. 

5* 
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Fällt man von dem gegebenen Punkte («i , 6, , c,) auf die ge 
gebene gerade Linie das l^otli A^ und verbindet den gegebenen 
Punkt mit dem in der geraden Linie gegebenen Punkte (a, ö, c) 
durch eine Gerade Ä, so bilden das Loth A, die construirte 
Gerade A und das Stück B der gegebenen geraden Linie, wel- 
ches zwischen beiden liegt, ein rechtwinkliges Dreieck, in wel- 
chem man hat: 

Es ist aber: 

sin {AB) = y{{^y, - ß^yf + {ycc,-^ y,uf + {aß, - a,ßY } , 

wenn a,, ß,, y, die Cosinus der Winkel bezeichnen, welche die 
Gerade A mit den Coordinatenaxen bildet. Diese Cosinus drücken 
sich aber so aus: 

Setzt man diese Werthe in die letzte Gleichung, und den sich 
daraus ergebenden Werth von sin (^^) in die erste Gleichung, 
so erhält man den gesuchten senkrechten Abstaixd: 

/f [.ß{c-c,)-y{b-b,)y 
j^y } + ly{a--a,)-a{c - c,)y 
[+l^{b-b,)-ß{a-a,)]\ 

Um noch die Coordinaten §, i^, ? des Fusspunktes des Lo- 
thes J auf der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, drücken 
wir B aus, wie folgt: 

B = A. cos {AB) =A{acc^ + ßß, + yy,), 

und durch Einsetzung der oben angegebenen Werthe von a„ /3„ y,: 

B = cc{a- «,) + ß{b - \) + y{c - c,). 

Ist hierdurch aber die Länge von B bestimmt, so erhalt man 
durch Projection derselben auf die Coordinatenaxen: 

^ — a = B.cc, 
ri ^ b = B,ß, 

t — c = C ,y. 

(9) . . . . Die kürzeste Entfernung zweier geraden Li- 
nien im Räume von einander zu bestimmen. 
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Es seien die Gieicbimgcii der gegebenen beiden geraden Li- 
nien Z, Z, : 

X — a=:r.a, a;, — aj = r, .ctj, 

z — c := r.y, Zi — c, == Tl. y,. 
Das Quadrat der Entfernung Ä eines beliebigen Punktes [x, y, z) 
der einen geraden Linie von einein beliebigen Punkte (or,, y„ z,) 
der anderen geraden Linie stellt sich als Function der Coordina- 
teu der beiden Punkte also dar: 

R'={x- x,f + (y - y,f + {z ^ z,)\ 
Diese Coordinaten sind so zu bestimmen, dass R^ unter den 
angegebenen, zwischen ihnen stattfindenden, Bedingungsgleicbun- 
gen ein Minimum werde. Denkt mart sich aber die Werthe der 
Coordinaten aus den gegebenen Gleichungen der geraden Linien 
in den Ausdruck Ä* eingesetzt, so wird R* eine Function allein 
der von einander unabhängigen Variabein r und r, . Die DifTe- 
rentialrechnung. lehrt die Werthe der Variabein bestimmen, wehlie 
eine solche Function zu einem Minimum machen. Dieses geschieht 
aus den beiden Gleichungen: 

dR^ d^ 

fir ' rfr, 

Setzt man die sich aus diesen beiden Gleichungen ergebenden 
Werthe der Variabein r und r, in die Gleichungen der beiden 
geraden Linien ein, so erhält man die Coordinaten (x, y, z) und 
(^1, yty ^i) der Begrenzungspunkte der kürzesten geraden Linie R 
auf den beiden gegebenen geraden Linien. 

Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sich, wenn 
man für K* seinen angegebenen Werth setzt, also dar: 

{x — a:,)a + {y — yt)ß + (^ — ^i)? '--^ o. 
[x — AT,)«! + [y — yi)ßi + (^ — 2;,)y, = o. 

Da aber die Differenzen x — a:, , y ^ y\, z — ^i der (Koor- 
dinaten der Begrenzungspunkte der kürzesten geraden Linie R 
sich verbalten wie die Cosinus cc^, ß^, y^ der Winkel, welche die 
kürzeste Linie R mit den Coordinatenaxen bildet, so kann man 
diese Gleichungen auch so schreiben: 

«^a« + ^iß + yzy = o, 
«3«! + ßzßi-^ y%y\= 0» 
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in welcher Form die linken Theile der Gleichungen die Cosinus 
der Neigungswinkel ausdrücken , welche die kürzeste Linie R mit 
den gegebenen beiden Linien L und Xj bildet. Da diese Cosinus 
aber gleich o sind, so folgt hieraus, dass die kürzeste Linie R 
senkrecht steht auf jeder der beiden gegebenen Linien L und Z,. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Verhältnisse vqj» 

Xof3 = /3y, — ^,y, 

woraus man wieder, indem man quadrirt und addirt, erhält: 

r = sin'(ZZ,) =(/3y, - ß.yf + {ya, - y,a)« + {aß, - a,ß)\ 

Setzt man diesen Werth von X in die letzten drei Gleichungen, 
so erhält man die Cosinus der Winkel, welche die kürzeste Linie 
mit den Coordinatenaxen bildet: 

^~ sin(ZZi) 

ß y«i — Vi« 

^^~ sin (L Li) ' 

^^~ sin(ZZ,) 

Um die Länge der kürzesten Linie zu erhalten, pro^cire 
man die Verbindungslinie J9 der auf den Linien L und Li ge- 
gebenen beiden Punkte (a, b,c) und (a,, 6,, c»), welche mit den 
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus wir bezeichnen mit 
^ty ft» yt> auf die kürzeste Linie /?. Sie wird B selber sein, weil 
die gegebenen beiden geraden Linien Z, Z, auf der kürzesten 
Linie R zwischen beiden senkrecht stehen. Man hat daher: 

R = D,cos {DR) = I){a,a, + ß^ß, + y,y,). 
Da aber: 

i)of2 = a — a,, I)ßi = b — bi, Dy2 = c — Ci, 

so erhält man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen dieser 
Werthe und der vorhin angegebenen für of„ ß^, y^ und sin {LL^): 

/{«Jy.--|5.y)*+(yai-yia)'+(«ft-aiP)*} 
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Es bleibt noch übrig die Wertlie von r und r, zu bestim- 
men, welche B^ zu einem Minimum machen, um mit Hülfe der 
gegebenen Gleichungen der geraden Linien Z und Zj die Koor- 
dinaten X, y , z und oc^, i/i, z^ der Begrenzungspunkte der kürze- 
sten Linie R auszudrücken. Hierzu dienen die zu Anfang der 
Untersuchung aufgestellten beiden Gleichmigen, die sich, w(4ui 
man für x, y, z und .r,, y,, z, die Werthe aus den Gieicbungen 
der gegebenen beiden geraden Linien substituirt, reduciren auf: 

{a — a,) of + [b -- bi) ß + (c — c,) y + r — r, cos (LLt) = o, 

[a — «,) a» + (6 — 6,) /3, + (c — c,) y, + r cos (ZZO — r^ = o. 

Diese Gleichungen geben, wenn man für die Differenzen a — a„ 
6 — 6,, c — c, die vorhin angegebenen Werthe Da,, />/?,, />y, 
setzt, über in : 

J9 cos (ZD) + r — r, cos (ZZ,) = o, 

J9 cos (Z,Z>) + r cos (ZZ,) — r, = o, 

und durch Auflösung dieser Gleichungen nach r und r, erliait 
man : 

Dadurch sind aber die Grössen r und r, unzweideutig bestimmt. 
Um sie durch die gegebenen Grössen auszudrücken, hat man 
folgende Substitutionen zu machen: 

D cos (LB) =r= (a — a,)a + {b — b^) ß + (c — c,) y , 

1> cos (LiD) = {a — «,)«! + (6 — fti) j^i + (c — c,) 7,, 

cos (ZZ,) ^r a«, +/3/?i + yy,, 

sin*(ZZ,) = (^y, - ß,yf + (ya, - y,a)' + (aß, - «,/3)^ 
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Siebente Vorlesung. 
Determinanten. 



Ein Wesentliches Hülfsmittel zur Umformung von Gleichun- 
gen, welche als eine der Aufgaben der analytischen Geometrie 
bezeichnet wurde, ist die Determinantentheorie. Um dieses Hilfs- 
mittels in dem Folgenden nicht zu 'entbehren, sollen in dieser 
Vorlesung der Begriff der Determinante und aus ihm einige Sätze 
der Determinantentheorie entwickelt werden. 

Es ist eine Eigenschaft des Products sämmtlicher Differenzen 
von n + 1 Elementen Oq, a, . . . a„: 

P ~ («1 — ao) («2 — «o) . • • («n — «o) s 

(a, — a,) . . . iür^ — a;). 



w Cn -4- 1 ) 

welches aus -^ -T" — Factoren besteht, dass dieses Product nur 
sein Vorzeichen ändert, wenn man die Elemente «o und «i mit 
einander vertauscht. Aber diese Eigenschaft gilt allgemein für 
irgend zwei von den angegebenen Elementen «^ und a^^. Man 
überzeugt sich von der Wahrheit dieser Behauptung leicht, wenn 
man die Factoren also ordnet: 

woselbst angenommen ist, dass yC und X' die Zahlen o, 1 . . . n 
mit Ausnahme der Zahlen k und l , und dass Tl [a^' *— a^) das 
Product aus den Factoren a^' — a^ etc. , . . bedeuten. Denn 
durch die angegebene Vertauschung ändert nur der erste Factor 
sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in einan- 
der über, während der letzte Factor ganz ungeändert bleibt. Da 

ferner immer einer der ^ r^ Factoren von P verschwindet, 
wenn man für ein Element ein anderes setzt, so kann man fol- 
gende beide bemerk enswerthe Eigenschaften des Productes P her- 
vorheben : 

Das Product P ändert nur sein Vorzeichen, wenn 
man zwei Elemente in demselben mit einander ver- 
tauscht. 
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Das Prodiict P verschwindet, wenn man für eines 
der n + 1 £iemente ein anderes setzt. 

Die Eniwickelung des Products P giebt Glieder von der Form : 

c a^^ a^^ . . . a^* a^^. . . «„*" 

Da aber das Produkt selbst aus ^^",y" Factoren besteht, so 
hat man; 

"o T^ •*! T^ • • • "n 2 

Das angegebene Glied der Entwickehmg verlangt, dass in 
derselben auch folgendes Glied enthalten sei: 

— c üo "a, '. • . «A «X . • • «n 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen als das angegebene Glied. 
Denn da durch Vertauschung der Elemente a^ und a^^ das Pro- 
duct P übergeht m — P, so müssen in der Entwickehmg von P 
die Gheder paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen vorkommen, 
so dass sie, abgesehen von dem Vorzeichen, durch die angege- 
bene Vertauschung der Elemente in einander übergehen. Hieraus 
folgt, dass die Exponenten </« und a^ verschiedene ganze Zahlen 
sind. Denn wären sie gleiche Zahlen, so würden sich die bei- 
den angegebenen GUeder der Entwickelung forthehen. Es sind 
also die Exponenten a^,, a, . . . a„ verschiedene ganze Zahlen. Da 

aber die Summe derselben gleich ^ j" ist, so können sie 

nur die Zahlen sein: 

0, I, 2 ... w 

in irgend einer Reihenfolge. 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel an die Hand aus einem 
(iliede der Entwickelung von P alle übrigen zu bilden. Ein er- 
stes positives Glied der Entwickelung ist: 



welches man erhält, wenn man die positiven Theile der Differen- 
zen in dem Product P mit einander multiplicirt. Aus diesem 
positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Elemente , oder, 
was dasselbe ist, zweier Indice^ ein Glied der Entwickelung hervor, 
welchem das negative Vorzeichen zuzuertheilen ist; aus diesem 
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letzteren wieder ein positives, wenn man zwei andere Elemente 
oder Indices mit einander vertauscht u. s. w. 

Aus diesem Grunde erhält man aus dem angegebenen ersten 
positiven Gliede der Entwickelung von P alle GUeder der Ent- 
wickelung durch Permutation aller n + 1 Elemente oder Indices, 
indem man die Exponenten ungeändert lässt. Die Vorzeichen 
dieser so gebildeten l.2...(n + i) Glieder richten sich nachdem 
ersten Gliede in der Art, dass ein bestimmtes Glied das positive 
oder negative Vorzeichen erhält, je nachdem es aus dem ersten 
durch eine gerade oder durch eine ungerade Zahl von Permula- 
üonen zweier Indices hervorgegangen ist. 

Ist zum Beispiel n i=: 2, so erhält man auf die angegebene 
Art die Entwickelung des Products /^= («i— «o) (^2~^o) (^8~"i) 
aus dem ersten Gliede a^ «,' a^ : 
P=ao'a,' a,'- a,'a\ a\+ a,'a^' a,^- a,'a^' a^^+ a^^a^'a,^ - a^W^o^- 

Man kann aber auch aus dem angegebenen ersten positiven 
Gliede der Entwickelung des Products P alle übrigen Glieder 
durch Permutation der Exponenten herleiten, indem man die In- 
dices ungeändert lässt. Das Vorzeichen eines so gebildeten Glie- 
des ist wieder das positive oder negative, je nachdem das Güed 
aus dem ersten positiven durch eine gerade oder ungerade Zahl 
von Permutationen zweier Exponenten entstanden ist. 

Denn ist ein Glied der Entwickelung von P: 






a^ ' aj^ '' , . , a, 



so weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem Vor- 
zeichen bedingt : 

welche Glieder, abgesehen von den Vorzeichen, in einander über- 
gehen, wenn man a^ mit a^ vertauscht. Diese GUeder gehen 
aber, abgesehen von den Vorzeichen, auch in einander über, wenn 
man die Exponenten a^ und ai mit einander vertauscht. Das 
erste angegebene Glied bedingt also das zweite von entgegenge- 
setztem Vorzeichen, welches aus ihm durch Vertauschung irgend 
zweier Exponenten a, und or^ erhalten wird. Demnach gilt das- 
selbe von den Exponenten, was im Vorhergehenden von den In- 
dices nachgewiesen worden ist. 
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}¥enn man In der aiigegcbeuen Entwickelung des Productes P 
die Exponenten 0,1...« der « + l Elemente obere Indices be- 
deuten lasst, so hat man in der Voraussetzung, dass a^ Symbole 
seien für irgend welche Grössen, die sich mit x und X ändern, 
einen Ausdruck A von (n + i)* Elementen a^ , den man Deter- 
minante nennt. 

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Productes P aus 
dem ersten angegebenen positiven entstehen durch Permutation 
der unteren Indices oder durch Permutation der Exponenten, so 
ergeben sich auch aus dem ersten positiven Gliede der Determi- 
nante alle übrigen GUeder derselben, entweder durch Permuta- 
tion der unteren oder der oberen Indices. Man braucht also 
nur das erste positive Glied der Determinante zu kennen , um 
alle übrigen Glieder derselben mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen aus demselben abzuleiten. Daher bezeichnet man die 
Determinante A, indem man nur das erste positive GUed anmerkt, 
mit dem Zeichen: 
(1) A.:=I]± a,'a: ..,a:. 

Doch reicht diese Bezeichnung nicht ans in den Fallen, wo 
specielle Operationen mit den Elementen selbst auszuführen sind. 
In diesen Fällen bedient man sich, indem man alle Elemente 
der Determinante angiebt, der Bezeichnung: 



(2) 



A = 






«0 » «1 » • • • «n 



Zieht man aber in Erwägung, dass alle Glieder der Deter- 
minante aus dem ersten positiven GHede entstehen durch Permu- 
tation der oberen oder der unteren Indices, dass das erste Glied 
selbst ungeändert bleibt, wenn man in jedem Elemente den obe- 
ren Index mit dem unteren vertauscht , so sieht man ein , dass 
man auch in der Determinante den oberen Index eines jeden Ele- 
mentes mit dem unteren vertauschen kann ohne die Determinante 
selbst zu ändern. Man hat daher: 



(3) 



A = 



V» «0*» • • • V 



«n°, önS . . . «n" , 
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Die Determinante A zeigt Eigenschaften, die den ber\iorge- 
hobenen. Eigenschaften des Productes P ganz ähnlich sind, und 
welche sich also ausdrücken lassen: 

(4) . . . Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, 

wenn man zwei untere oder zwei obere Indi- 
ces der Elemente mit einander vertauscht. 

(5) . . . Die Determinante verschwindet, wenn man für 

einen unteren Index der Elemente einen an- 
deren unteren Index, oder wenn man für ei- 
nen oberenlndex der Elemente einen anderen 
oberen Index,setzt. 

Diese Eigenschaften der Determinante Ä ergeben sich aus 
der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angegehencH 
Glieder der Entwickelung von P, die in die entsprechenden De- 
terminantenglieder übergehen, wenn man die Exponenten in den- 
selben als obere Indices betrachtet. Denn auch die Summe der 
beiden Determinantenglieder ändert nur ihr Vorzeichen, wenn 
man a^ mit aj^ vertauscht , oder a» mit a^. ; sie verschwinde^, 
wenn man für a^ setzt a^ , oder für a;. setzt a^. Da nun die 
ganze Determinante aus solchen Gliederpaaren besteht,, die die- 
selbe Eigenschaft haben, so theilt die Determinante diese Eigen- 
schaft mit ihnen. 

Um noch andere Formen der Determinante A hervorzuheben, 
deren Bildungsgesetz auseinandergesetzt worden ist, betrachte 
man ein beliebiges Glied derselben: 

X ^0 ^{ • • • ^X • • • ^n 

Dasselbe hat den Factor a^"". Da nun cc^ irgend eine der 
Zahlen 0, 1 . . . n bedeutet, so sieht man, dass jedes Glied der 
Determinante einen Factor hat a^ mit irgend einem der oberen 
Indices 0, 1 ... n. Bezeichnet man daher mit A^ a^ die Simime 
der Glieder, welche den Factor a^ haben, so stellt sich die 
Determinante A dar als die Summe von Producten, wie folgt: 

(6) ^ =^/< + ^h'«x' + • • • ^«"V. 
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wobei zu bemerken ist, dass die Ausdrucke A^, A^ 



die 



Elemente a " a^ 



ö " nicht enthalten. Denn enthielte einer 



dieser Ausdrucke noch eines der, angegebenen Elemente, so würde 
ein Glied der Entwickelung von Ä zwei Factoren haben mit dem- 
selben unteren Index x. 

Aber jedes Glied der Determinante Ä hat auch den Factor a^ 
mit irgend einem unteren Index 0, 1 ... n. Es stellt sich daher 
die Determinante, wenn man wie vorhin mit A^ a^ die Summe 
der Glieder bezeichnet, welche den Factor a.^ haben, auch so dar: 



(7) 



A = A^ 



+ A,^a,^ + ... A^ 



indem A^ , A^ . . . A^ Ausdrücke bedeuten, die die Elemente 
«ü*» ö,* . . . a^ nicht enthalten. Daraus folgt, dass der Aus- 
druck A^ weder die Elemente a^, ^x* * ' * ^%* ^^^ ^^^ ^^' 
mente a/, «/ . . . a} enthält. Setzt man daher in (6) statt 
des unteren Index x der Elemente durchweg einen anderen un- 
teren Index l, oder in (7) statt des oberen Index % der Elemente 
durchweg einen anderen oberen Index A, so erhält man mit 
Rucksiebt auf (^): 

(8J ^ = V «/ + ^x^ «X^ + . . . Ay: «/• 

(9) = ^/ «/ + A,^ a,^ -h . . . ^/ a}. 

We {n + 1)^ eingeführten Ausdrücke A^ lassen sich auch 
als die partiellen Differentialquotienten der Determinante ^, nach 
den Elementen derselben genommen, darstellen. Denn differen- 
zirt man die Gleichung (6) oder (7) partiell nach a ^ , so erhält 
man: 
(iO) 



dA _ l 



Sie lassen sich aber auch als Determinanten darstellen. 
Denn setzt man zum Beispiel x == «q* = 0,^* . . . = a^" = o , so 
erhält man aus (6) mit Rücksicht auf (2): 



Ol) 



0, a,\ 
0, «,", 



— A^ n^' 
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Ebenso erhält man aus (7), wenn man setzt x=a,®=a,°.. 
mit Rücksicht auf (2) : 



= «n"=o, 



(12) 



«0, 0, 



V, fllS . • . «J 



Ky «1*» 



= ^0^ 



Geht man aber auf die Bildungsweise der Determinante A 
aitö ihrem ersten positiven Gliede zurück und permutirt alle obe- 
ren Indices l , 2 . . . n oder alle unteren Indices 1 , 2 . . . n (mit 
der Anmerkung des richtigen Vorzeichens« eines jeden Gliedes), 
so sieht man, dass man nicht alle Glieder der Determinante er- 
hält, sondern nur die Glieder, welche den Factor öq" haben. 
Da die Summe dieser Glieder aber ist: A^ a^, so hat man mit 
Unterdrückung des Factors a^\ 

(13) A,'=Z±a,' a^^ ..,a:, 

woraus man durch Vergleichung mit (ii) und (I2) erhält: 



ü,\ fl,^ 



(14) 



, ö,^ . . . ö„^ 



0, «1, 



«0, 0, 







K> «1 



= a,'2±a,'a^\.,a:. 



In gleicher Weise erhält man aus dem ersten positiven Gliede 
der Determinante A durch Pennutation der oberen oder der un- 
leren Indices 0, 1 ... (n — l) die Summe der mit a„" multiplicir- 
ten Glieder a^ Z ^ a^ a^^ . , , a^S\^ der Determinante. Da diese 
Summe aber gleich ist ^„" «„", so hat man mit Unterdrückung 
des Factors a^ : 

(15) \ . . A-=£±ao' a,' .,, «„1^- 

Setzt man in der Gleichung (7), in welcher x = n sei, 
«n" + P för ö, ", so geht dieselbe über in : 



ao\ a^\ . . . aj 



oder in: 



= ^o" < + ^r«.'* + . . . ^rTK + ä:p 

= A +A-P, 



(16).. 
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= 2:±a^^a^K..a,:+pE±a^U,\..aXZy\ 



Die Gleichungen (6) bis (9) dienen zur Auflösung zweier Systeme 
linearer Gleichungen mit den (n + Unbekannten ^^0,0:, ... ar„ 
lind den (n + l) Unbekannten Fq, F, . . . F„, die sich unter der 
Voraussetzung, dass l die Zahlen bedeutet 0, 1 . . . «, in abge- 
kürzter Form also darstellen: 

(17) Xj^= a^^x^+ a,^x, + . . . a}x,, 

(18) n=«x'^o+ V^i + ...a;^^r,. 

Multiplicirt man nämUch (l7) mit A^, setzt für A alle Zah- 
len 0, 1 ... n und addirt; oder multiplicirt (18) mit A^ , setzt 
für \ alle Zahlen 0, 1 ... « und addirt, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (6) bis (9) : 

(19) Ax^=A^X, + A^X, + . . . A^X,, 

(20) AY^^A^y, + A,^y, + ...A'^y«. 

Diese beiden Gleichungen respräsentiren wieder zwei Systeme 
von Gleichungen, da x die Zahlen bedeutet 0, l . . . w , und geben 
'lie Werthe der Unbekannten x^ als Uneare Ausdrücke der X^ 
und die Werthe der Unbekannten Y^ als lineare Ausdrücke der y^. 

Die beiden gegebenen Systeme linearer Gleichungen (i7), (18) 
haben dieselben (n + 1)* Goefficienten a^ der Unbekannten, nur 
ihre Anordnung ist verschieden. Jede xte Horizontalreihe der 
Goefficienten in dem einen Systeme ist gerade die xte Vertical- 
reihe des anderen Systemes. Dasselbe trifft auch bei den auf- 
gelösten Gleichungen (i9), (20) zu, wie die Ansicht dieser Glei- 
chungen lehrt. Deshalb braucht man nur das eine von den bei- 
den Systemen (17), (l8) wirklich aufzulösen. Die Auflösung des 
anderen ergiebt sich nach dieser Bemerkung von selbst. 

Die Gleichungen (l9), (20) nehmen die einfachere Gestalt an: 

(21) x^=e^X, + e^'X, + ...e^-X„, 

(22) Y^=r= e*yo. + e,^y, + ...^y«, 
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wenn man der Kurze wegen setzt -^ = e^ . Man kann daher 
die liervorgehobene Bemerkung als Satz also aussprechen: 

(•23) . . . Wenn (21) die Auflösungen sind des Systemes 
linearer Gleichungen (17), so sind (22) die Auf- 
lösungen des Systemes linearer Gleichun- 
gen (18). 

Nimmt man an , um einen specielien Fall zu betrachten, 
dass für alle Werthe von x und X sei a^ = a^, so wird die 
xte Horizontalreihe der Coefficienten in (17) gleich der xten Ver- 
tikalreihe in denselben Gleichungen, und diese Gleichungen gehen, 
abgesehen von der Bezeichnung der Unbekannten, in (18) über, 
wenn man setzt X^ = y^. Da aber unter dieser Annahme die 
Werthe der Unbekannten, die durch (21) und (22) ausgedrückt 
sind, einander gleich sein müssen, welches auch die Werthe von 
Xy^ seien, so ergiebt sich aus dem Vergleich von (21) und (22), 
dass auch e^ = e^. 

TiU demselben Besullat gelangt man auch durch den Ver- 
gleich der Gleichungen (6), (8) mit den Gleichungen (7), (9).- Die 
Gleichungen (6), (8) stellen nämlich, wenn A =^ o, 1 . . . w, ein 
ganzes System von {n + i) Gleichungen dar. Ein zweites System 
stellen unter derselben Voraussetzung die Gleichungen (7), (9) dar. 
Betrachtet man in dem ersten System J^^, A^ . . . ^^" als die 
Unbekannten, in dem zweiten System A,^, A^^ . . . A^ als die 
Unbekannten , so hat man zwei Systeme linearer Gleichungen, die 
sich, wenn, für alle Werthe von x und A, a^ = ^i ist, nur durch 
die Bezeichnung der Unbekannten von einander unterscheiden. 
Man hat daher A^^ = Aq'^, A^ = A^ , , . A^ = A^ , woraus, 

wie vorhin, folgt e^ = el^. 

Lineare Gleichungen von der beschriebenen Art treten auf, 
wenn man für die partiellen DilTerentialquotienten einer homogenen 
Function der zweiten Ordnung neue Variable einführt. Denn 
bezeichnet man die Summe Ea^x^x^, eine Function der zwei- 
ten Ordnung in Rücksicht auf die Variabein x^, x^ . . . x^, mit 
dem Zeichen: 



(24) f{x^.Xy, . . . a:J ^Za^x^ 



x^. 
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80 kann man durch Einfuhrung der neuen Variabeln X^ und un- 
ter der Voraussetzung, dass a^ = a^, die Gleichungen (17) also 
darstellen : 

(te) ^x = i/'W- 

Ihre Auflösungen (21) nehmen, wenn man die Function F 
definirt als die Summe: 

da «^ = ej^ ist, eine d>en so einfache Gestalt an, nämlich: 
(«7) .'....'. x^ = iF'{X^. 

Mese Bemerkungen lassen sich kurz in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

(38) ... . Wenn man lineare Gleichungen von der 
Form (25) auflöset, so stellen sich die auf- 
gelösten Gleichungen unter der Form (27) 
dar. 

Die Function F nennt man die reciproke Function der 
Function f und umgekehrt f die reciproke Function von F. Wie 
die eine Function yon der anderen abgeleitet werden kann, ist 
aus dem Vorhergehenden klar. 

Aus der Darstellung der Determinante A in (6) und (7) las- 
sen sich noch andere Sätze entwickeln. Man kann nämlich in 
dieser Darstellung bemerken, dass A in qA übergeht, wenn man 
für a^*, a^ . , . a^ respective setzt ^a^, 9^% - - • 9^%** ^^^^ 
wenn man für «/, a,* . . . a* respective setzt Qa^^, Qa^^ , , , qa*. 
Daher hat man den Satz: 

(29) ... . Wenn man sämmtliche Elemente einer Ho- 
rizontalreihe oder sämmtliche Elemente 
einer Verticalreihe der Determinante mit 
demselben Factor multiplicirt, so geht die 
Determinante über in das Product der De- 
terminante und dieses Factors. 

SeUt man in (6) V + 9^i* ^% + P«x' • • V + ^^X* 
respective für a^, <^% - - - ^%y ^ wird diese Gleichung nicht ge- 
ändert, weil der Factor von ^ im rechten Theile der Gleichung 

Hesse, Analyt. Geomelr. ß 
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auf Grund ?ou (8) versdiwindet. Ebeuso ändert 8ich auch die Gleichung 
(7) nicht, wenn man a^ + ^«o^, o,^ + ga^ , , , a/ + Q^^ re- 
spective setzt für üq^ y «j* . . . a^*, weil auf Grund von (9) der 
Factor von q im rechten Theile der Gleichung verschwindet. 
Diese Bemerkungen drucken wir als Satz so aus: 

(30) .... Die Determinante bleibt ungeändert, wenn 

man in ihr eine Horizontalreihe oderVertl- 
calreihe der Elemente vermehrt um die m^it 
demselben Factor multiplicirten correspon- 
direnden Elemente einer anderen Horizon- 
talreihe oder Verticalreihe; 

Man kann hiernach die Elemente einer Horizontalreihe oder 
Verticalreihe auch vermehren um die correspöridirenden Elemente 
mehrerer anderer Horizontalreihen oder Verticalreihen , jede der 
letzteren Reihen mit einem anderen Factor multiplicirt, ohne die 
Determinante dadurch zu ändern. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit dem Hauptsatze der Mul- 
tipücation zweier Determinanten. 

(31) .... Wenn: 

c^ =^ aj" hj^ + a,^\^ + . . . a^^bj^, 
so ist: 

Die Bedingung dieses Satzes lässt sich küizer so ausdrucken: 

c^ = Z a^ b^ , 
X m m m 

Demnach ist das erste positive Glied der aus den Elementen c zu- 
sammengesetzten Determinante: 

wo Wo. m^ , . . m^ die Zahlen 0, 1 . . .n bedeuten. Diese Glei- 
chung kann man auch so darstellen: 

c^ c,' . . . c,« = 2:^ ^^ »<..(% ««. • • • V • *«o *»<. • • • O • 

Aus diesem ersten Gliede der Determinante entspringen nun 

alle übrigen Glieder derselben durch Permutation der unteren In- 

dices der Elemente c. Bei diesem Verfahren weiden aber unter 

dem Sümmenzeichen nur die oberen Indices der Elemente a per* 
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mutirt, während die Indices der Elemente b ganz ungeändwt blei- 
ben. Man hat daher: 

Die Determinante £ + a^ a^ . . . a^ verschwindet nach 

(5), SO oft zwei von den Indices m^, m| ... m^ einander 
gkich sind, und mit ihr die entsprechenden Glieder der Summe 
des rechten Theiles der letzten Gleichung. Da also in dieser 
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere Indices 
jfiö» ^1« • • ^n einander gleich sind, so bedeuten m^,^ • • • m«. 
nur die Zahlen 0, 1 ... n in irgend einer Reihenfolge. 

Die Determinante 2; + a^ «^ . . . a " ist aber unter diesei 

Voraussetzung nach (40 gleich + -^ + «0** « i* • • • a«", je nachdem 
tlie Permutation m^ m^ , . . m^ aus der Permutation 1 ... n 
durch eine gerade oder ungerade Zahl von Permutationen zweier 
Indices hervorgegangen Ist. Setzt man demnach fftr diese Deter- 
minante ihren angegebenen Werth in die letzte Gleichung, so 
erhält man: 
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Von gleicher Wichtigkeit als die Determinanten sind die Ei- 
genschaften der ganzen homogenen Functionen für die analyti- 
sche Geometrie. Diese Eigenschaften, insofern sie in dem Fol- 
genden eine Anwendung finden, werden den Gegenstand der ge- 
genwärtigen Vorlesung bilden. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der ganzen homo- 
genen Function: 

von « + I Variabein Xq, oc^. . , x^ vom pien Grade, dass: 

(2) <Y(^o, ar,, . . . a:„) = f{xot, x,i, . . . xj). 

6* 
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Denn wenn eine ganze Function (i) der Gleichung (2) ge- 
nügt, so ist sie zugleich eine homogene Function. 

Die Gleichung (2) hat man als eine identische. Gleichung zu 
betrachten, in welcher die beiden Theile der Gleichung sich nur 
in der Form von einander unterscheiden. 

Differenzirt man daher die Gleichung (2) nach ty und setzt 
nach der Differentiation / = i , so erhält man die identische 
Gleichung : 

(8) . . . p.f(i€^, 0?,, . . . Är„) z.= a^o/' W + ^1 /"(^i) + . . . -T»/' W. 

Die zweimalige Differentiation nach t ergiebt , wenn man 
wieder ^ s= i setzt, folgende identische Gleichung: 

(4)...p(|>-l)/ta:„a:....*J-a^'g + ^.'£f,+ ..2.;.<^.^+.. 

Durch dreimalige,^ viermalige Differentiation lassen sich aus 
(2) in gleicher Weise neue identische Gleichungen herleiten, auf 
welche wir weiter kein Gewicht legen, weil wir von ihnen im 
Folgenden keine Anwendung machen werden. 

Es seien nun a®, «*,... a**, n + l gegebene ganze homogene 
Functionen der Variabein a-p, a?,, . . . x^ respective von den Gra- 
den Po » Pi» • • • Pn' Bezeichnet man die Differentialquotienten die- 
ser Functionen , nach den n + l Variabeln genommen, der Kürze 

wegen mit den Zeichen ^— = a^f so hat man üach (3) das Sy- 
stem identischer Gleichungen: 



.°^n 



(5) .... . P^^^ ~ ^0*^0 + «,*-'«^, + . . «nOC^ 

Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn 
man die Variabein Xq, x^, , . . x^, wie sie zu Tage treten, nicht 
wie sie in den Functionen «o, «„ . . . a« und in ihren Differential- 
quotienten enthalten sind, als die Unbekannten ansieht. In die- 
ser Voraussetzung haben sie die Form der Gleichungen (17) der 
vorhergehenden Vorlesung, welche durch Auflösung die Gleichun- 
gen (19) ergaben. 
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Löset man daher die identischeu Gleichungen (6) nach den 
bezeichneten Unbekannten auf, so eriiält man ebenfalls identische 
Gleichungen, die wir in folgender zusammenfassen können: 

(6) . . . A,x^ = A^p^a'' + A^p^a' + . . . A^ p^a^. 

In ihr haben A und ^^ die Bedeutung einer Determinante 
und ihres partiellen Differentialquotienten, nämlich: 



(7). . 



A = 






«o", «,", 



. a: 



fX_ ±L, 



da* 



Die Determinante A fuhrt den Namen der Determinante 
der Functionen «^ a\ . . . a", aus deren Differentialquotienten 
sie zusammengesetzt ist. Sie verschi^indet nach (6) für dasjenige 
System Werthe der Variabein, für welches die Functionen ver- 
schwinden, aus deren partiellen Differentialquotienten sie zusam- 
mengesetzt ist. Man hat daher den Satz: 

(8) . . . * Wenn « + l ganze homogene Functionen von 
eben so vielen Variabein für ein System 
Werthe dieser Variabein verschwinden, so 
verschwindet auch die Determinante dieser 
Functionen für dasselbe System Werthe der 
Variabein. 

Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach x^ 
erhalt man die ebenfalls identische Gleichung: 



- + £'.= 



VftV + ■A'P,".' + 



dA^ 



dAy^ 



+ li;;rPo'^ +^7:r-P.«' + 



dxv 



dA^ 



/>«« 



Zieht man von dieser Gleichung die mit p^ multiplicirte 
Gleichung (6): 

aus der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhält man: 

^H* ^% (Pi —Po)+"' ^% V (Pn— Po) 



dA 



^(l-Po)+3r-^ic = 



dx^ 



(9) 



dxt 



-J»o«° + 






p. «' + 



dA£ 



P««"- 
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Differenzirt man dagegen die Gleichung (6) nach x^, so er- 
hält man, wenn man die mit p^ muitiplicirie Gleichung (8): 

der letzten Vorlesung abzieht: 

(<0) • • • ^ 

+ ^P-« + ■Ä;^^' « + • • • +^ P- «"• 

Wenn nun für ein System Werthe der Variabein die Func- 
tionen a^, a\ . , , a"" sämmtlich verschwinden, so erhält man, da 
unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, für dieses Sy- 
stem Werthe aus (9) und (10) die freilich nicht mehr identischen 
Gleichungen: 

dA 

rf^^x = ^x < (A'i ~ /^o) + . . . ^x* V(P« - Po)* 
(II) ^ 

deren rechte Seiten verschwinden, wenn p^ = i^i = • • = Pn- 
Daraus folgt der Satz: 

(12) .... Wenn n -J- 1 ganze homogene Functionen von 
eben so vielen Variabein und von gleichen 
Graden für ein System Werthe der Varia- 
bein verschwinden, so verschwinden auch 
die Determinanten dieser Functionen und 
ihre ersten partiellen Differentialquotien- 
ten für dasselbe System Werthe der Varia- 
bein. 

Sind dagegen p^, r^ p, = . . = p„_, , und von p^ verschieden, so 
hat man nach (l ij : 

H _--. ß « ^ n (Pn—P o) 

(13) '. . 

^ _«, ß « ^ n (P n — Po) 
dxy^ ^ • X ^^ 

Diese Gleichungen beweisen den Satz: 
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(14) ... .Wenn von n + j ganzen homogenen Func- 

tionen eben so vieler Variabein ;i Func- 
tionen von demselben Grade sind, und es 
verschwinden alle n + i Functionen für ein 
System Werthe der Variabein , so sind für 
dieses System Werthe der Variabein die 
partiellen Differentialquotienten der De- 
terminante der n + I Functionen proportio- 
nal den entsprechenden partiellen Differen- 
tialquotienten der ungleichgradigen Func- 
tion. 

Mit derselben Leichtigkeit lässt sich endhch ^aus den Glei- 
chungen (ll) der allgemeinere Satz ablesen: 

(15) . . . .Wenn von n + I ganzen homogenenFunc- 

• tionen a^ «*,... a* von eben s vielen Varia- 
bein die Functionen a^ a\ . . «"*""* von demsel- 
ben Grade sind, und es verschwinden sämmt- 
liche n + 1 Functionen für ein System Wer- 
the der Variabein, so hat man für dieses 
System Werthe derVariaboln die Gleichun- 
gen: 

dA p dc^ , p da"**^^ , ^ d^ 

dx^ ~ "^ dx^"^ "»+' dxy^ -h . . . n ^^^ , 

in welchen die Ausdrücke P^, P^j^\, . . . jP„ un- 
abhängig sind von dem besonderen Werthe 
von A. 

Wir legen auf diese vier Sätze deshalb ein Gewicht , weil 
sie lehren , in ähnlicher Weise , wie B e z u t und Sylvester die 
Elimination der Variabein aus zwei Gleichungen von höheren 
Gradep zurückführen auf die Elimination der Unbekannten aus 
linearen Gleichungen, so, wenigstens in manchen Fällen, wo die 
Theorie noch hinter den Anforderungen zurückbleibt, die Elimi- 
nation der Variabein aus mehr als zwei Gleichungen ebenfalls 
auf ^die Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen 
zurück wi führen, Die Untersuchungen in der nächsten Vor- 
lesung werden Beispiele dazu bieten. 
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Zum Schlüsse wollen wir eine Anwendung des ersten von 
diesen. vier Sätzen machen, indem wir die Bedingung suchen, 
welche die homogenen Coordinaten von vier Punkten (^o^o^oPo)» 
(«, pi Zt p,), {x^ y, z, P2), (ir, yg «s Ps) erfüllen müssen, wenn die- 
selben auf irgend einer Ebene: 

ux -{- vy + WZ + rp = 
liegen sollen. 

Diese Bedingungen sind: 

t*iCo + «^yo + ^h + rpo = 

uxi + vyi + wzi + rpi = o 

n ux^ + vy, + wz^ + rp^==i 

«•^8 + «'ys + «'^s + rpa = 0. 

Man hat hier also vier lineare homogene Functionen der 
Variabein u, «;, w, r, welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden. Der Satz (8) giebt die gesuchte Bedingungs- 
gleichung: 



(16) 



Voy 



Po 



^1» Vi* ^i> Pv 

^2» yi» ^2» Pt 
^». y«. ^3» p» 



0. 



Man drückt dieselbe durch rechtwinklige Coordinaten der 
vier Punkte aus, indem man p^^=: p^z=z p^x=^ p^=i 1 setzt: 



(17) 



•^0 » y ' ^0 » * 

«I, yi, ^1, 1 

^2, y«, ^t, 1 

«?S, Vzy ^8, 1 



= 0. 



Aber dieses ist eine andere Form für dieselbe Bedingungs- 
gleichung, die wir in der ersten Vorlesung unter (18) durch 
6 17 = ausgedrückt haben. Um den linken Theil der zuletzt 
angeführten Gleichung (l6) auf die Form von %n zurückzuführen, 
hat man mehrere Sätze der siebenten Vorlesung in Anwendung 
zu bringen. Derselbe erhält durch niehrmaUge Anwendung des 
Stazes (4) schliesslich die Gestalt: 
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Dieser Ausdruck geht durch wiederholte Anwendung des 
Satzes (30) über in: 



1 > •*^o» 
0, x\ - 



^0* Vi 



^0* 



0, ^, — (c„, y, — yo» ^2 — ^0 
0. iTj — x^, ys — yo , ^s — ^e 

und erhält nach (14) ^ie Gestalt: 

^1 — ^0» yi — yo» ^1 — ^0 
^t — «0» y« — yo» «1 — ^0 

.'«^8 — ^o> Vz — yo, ^8 — «0 



= — 6i7. 



Neunte Vorlesung. 

Allgemeine Eigenschaften der Oberflächen 

zweiter Ordnung. 



Wie iftan die Ebene als den geometrischen Ort eines Punk- 
tes betrachten kann, dessen rechtwinklige Coordinaten einer ge- 
gebenen linearen Gleichung genügen, so werden wir den geo- 
metrischen Ort eines Punktes, dessen rechtwinklige Coordinaten 
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades: 

f[x,y, z) = 

genügen, eine Oberfläche zweiter Ordnung nennen, und 
die gegebene Gleichung die Gleichung dieser Oberfläche. 

IMe Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist hier- 
nach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die Facto- 
ren haben: a^, y', «*, yz, zx, xy, x, y, z, i, und jeder dieser Facto- 
ren hat seinen Coeflicienten. Von diesen 10 Coefficienten kann 
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jedoch einer, zum Beispiel der letzte, auf die Einheit zurück- 
geführt werden, indem man die Gleichung der Oberfläche durch 
ihn dividirt. In der auf diese Weise vereinfachten Gleichung 
der Oberfläche bleiben nur 9 Coeflicienten zurück, die linear in 
die Gleichung eingehen und deren Werlhe die Natur der Ober- 
fläche bestimmen. 

Diese 9 Coefficienten können nicht mehr willkürlich §ein^ 
wenn die Oberfläche durch einen gegebenen Punkt gehen soll, 
sie müssen vielmehr der linearen Gleichung genügen, die man 
erhält, wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die va- 
riabeln Coordinaten setzt die Coordinaten des gegebenen Punktes. 

Es werden daher 9 solcher Bedingungsgleichungen erfordert, 
um die 9 Coefficienten, und dadurch die Oberfläche selbst un- 
zweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte bestimmen 
die Oberfläche unzweideutig. Denn wenn man die 9 Punkte so 
wählt, dass von den 9 Bedingungsgleichungen eine oder mehrere 
aus den übrigen folgen, so hat man nicht mehr die hinreichende 
Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den 9 zu bestimmen- 
den Coefficienten. Daher drücken wir die gemachten Bemerkun- 
gen kurz so aus: 

Durch 9 beliebig gewählte Punkte im Räume lässt 
sich im Allgemeinen nur eine einzige Oberfläche zwei- 
ter Ordnung hindurchlegen, und diese Oberfläche ist 
in allen 4hren Theilen durch die 9 gewählten Punkte 
unzweideutig bestimmt. 

Es bietet sich zunächst die Aufgabe dar: wena 9 Punkte 
einer Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, einen beliebi- 
gen zehnten Punkt der Oberfläche zu construiren, etwa den Punkt, 
in welchem eine, beliebig durch einen der 9 gegebenen Punkte 
gelegte, gerade Linie die Oberfläche schneidet. Diese Aufgabe 
hat zwar ihre Lösung gefunden in Crelle's Journal für Mathema- 
tik Bd. 24, p. 36, aber sie entbehrt noch der Einfachheit und 
Eleganz, wodurch sich die Auflösung der analogen Aufgabe in 
der Ebene durch den Pascal'schen Satz auszeichnet. 

Acht beliebig gewählte Punkte einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung bestimmen dieselbe nicht vollständig. Denn die 9 Coefficien* 
tau in der Gleichung der Oberfläche brauchen ja nur 8 linearen 
Bedingungsgleichungen zu genügen. Aber es lassen . sich durch 
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diese 8 BedingQDgsgleichiuigen 8 CoefBcienten durch den neunten 
ausdrücken , den wir mit k bezeichnen woUen, und der ganz will- 
kütlich bleibt. 

Sämmtiiche Ansdrücke für die 8 Coefficienten sind von der 
Form « — /JA, wo « und ß Functionen bedeuten der Coordinaten 
der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Punkten gegeben sind. 
Setzt man diese Ausdrücke füi* die 8 Coefücienten in die Glei- 
chung der Oberfläche ein, so hat man die Gleichung der Ober- 
fläche, welche durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht, und 
die Gleichung selbst stellt sich, wenn man die Glieder zusamiiien- 
fasst, welche unabhängig von k sind, ebenso die Glieder, welche 
den Factor k haben, unter der Form dar: 

Diese Gleichung mit dem willkürlichen Factor k umfasst alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurchgehen. Denn da die Oberfläche erst durch 9 Punkte voU- 
stafidig bestimmt ist , so kann man den Factor k immer so be- 
stimmen, dass die Oberfläche noch durch einen gegebenen neun- 
ten Punkt hindurchgeht. 

Die Gleichungen: 

q){x, y, z) = 0, if {x, y, z) = o 

stellen zwei Oberflächen zweiter Ordnung dar, von denen jede 
durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht. Sie schneiden sich 
in einer Raumcurve, welche ebenfalls durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurchgeht. Diese Curve enthält ausser diesen 8 Punkten noch 
unendlich viele andere, die aber alle durch die 8 Punkte be- 
stimmt sind und welche auch auf der allgemeinen Oberfläche 
aweiter Ordnung liegen, die durch die gegebenen 8 Punkte ge- 
legt ist. Wir drücken diese Bemerkungen als Satz kurz so aus: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
8 beliebig gewählte Punkte des Raumes hindurch- 
gehen, gehen im Allgemeinen zugleich durch eine 
durch die 8 Punkte bestimmte Raumcurve, in wel- 
cher sich je zwei von den genannten Oberflächen 
schneiden. 

Da diese Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewählte Punkte 
bestimmt ist, so kann man sich die Aufgabe stellen, einen be- 
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ttefoigen ueunteu Punkt der Carve zu constniiren. Diese Auf- 
gabe ist bisher nicht gelöset worden, und es scheint, dass die 
Auflösung nicht mehr linear sein kann, das heisst, nicht durch 
Construction allein von Ebenen und geraden Linien ausfläirbar. 

Sollen hiernach 9 Punkte des Raumes eine Oberfläche zwei« 
ter Ordnung unzweideutig bestimmen, so dürfen sie nicht auf 
einer Raumcurve liegen , in welcher sich zwei Oberflächen zwei- 
ter Ordnung g> = o und tp = o schneiden. Denn durch alle 
Punkte dieser Curre geht die ganze Schaar der (H)erfläc^B 
^ — X if; = hindurch , weil die Coordinaten aller Punkte, wel- 
che die beiden ersten Gleichungen erfüllen, auch der letzten ge- 
nügen. Zugleich sieht man aber auch, dass zur Besttnunmig 
einer Oberfläche zweiter Ordnung beliebige 8 auf ihr gewählte 
Punkte aequivalent sind mit der durch die 8 Punkte gelegten 
Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung 
schneiden. 

Ein specieller Fall der Oberflächen zweiter Ordnung ist ein 
Ebenenpaar. Denn wenn: 

A = , B = 
die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung: 

JB = 0, 

welche ausdrückt, dass der variable Punkt {x, y, z) entweder in 
der einen oder in der anderen Ebene liegt, nach der Definition 
die Gleichung einer Oberfläche zweiter* Ordnung. Diese Ebenen 
schneiden eine gegebene Oberfläche zweiter Ordnung /* = o in 
zwei ebenen CuiTeu, und Jede Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche durch die beiden ebenen (Kurven hindurchgeht , stellt 
sich unter der Form dar: 

f — XAB =zz 0, 

so dass, wenn (p r= o die Gleichung irgend einer' Oberfläche 
zweiter Ordnung ist, welche durch die beiden ebenen Curven 
hindurchgeht, man Werthe von l und fi wird bestimmen können, 
dass man identisch hat: 

f — kAB^iiq>. 

Wenn dagegen nur fxmd A gegeben sind, so führt die Gleichung 
der Oberfläche zweiter Ordnung f — XABz=o vier in il ^ 
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steckende willkürliche Constanten mit sich. Diese Gleichung stellt 
eüie Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche durch die Schnitt* 
curve der Ebene J = o und der Oberfläche fe=o hindurchgeht. 
Dass diese Gleichung mit den vier willkürlichen Constanten aber 
alle Oberflächen zweiter Ordnung darstellt, welche durch die ge- 
nannte ebene Schnittcurve hindurchgehen, kann man sich unter 
d<»r Voraussetzung de$ Satzes „dass die Schnittcurve einer £bene 
und einer Oberfläche zweiter Ordnung durch fünf Punkte derselben 
unzweideutig bestimmt ist'', etwa auf folgende Art verdeutlichen. 
Die Schnittcurve von A = o und f = o ist aequivalent mit 
5 Punkten auf ihr, Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnung 
^ = o durch diese Schnittcurve hindurchgehen, so hat die Glei- 
chung derselben 5 linearen Bedingungen zu genügen. Sie muss 
also noch 4 willkürliche Constanten enthalten, welchen man solche 
Werthe geben kann, dass die Oberfläche noch durch 4 andere 
gegebene Punkte des Raumes hindurchgeht. Dieser Bedingung 
genügt aber die angegebene Gleichung f— kAB = o, 

Wenn daher umgekehrt f = o und q> = o die Gleichungen 
von irgend zwei gegebenen Oberflächen zweiter Ordüung sind, 
die sich in einer ebenen Curve schneiden, welche in der Ebene 
A=z o liegt, so wird man die vier Constanten in kB und einen 
Factor (i immer so bestimmen können, dass man identisch hat: 

f — iLq> ^=: k AB, 

Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 
einer ebenen Curve schneiden, so Schneiden sie sich 
zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve. 

Wir werden in einer späteren Vorlesung über die Kreis- 
schnitte der Oberflächen zweiter Ordnung Gelegenheit haben von 
diesem Satze Gebrauch zu machen, nachdem wir jedoch vorher 
die oben angegebene Voraussetzung werdeh bewiesen haben. 

Sind nur 7 Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ge- 
geben, so haben die 9 Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
fläche auch nur 7 linearen Bedingungsgleichungen zu genügen. 
Betrachtet man daher in diesen Bedingungsgleichungen 7 Coef- 
ficienten als die Unbekannten, und drückt sie, indem man die 
Gleichungen auflöset, durch die beiden anderen x und k aus, 
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die willkürlich bleiben, so erhält man Ausdrucke von der Form 
<x + ß^ + yl, und die Gleichung der Oberfläche selbst nimmt, 
wenn man diese Ausdrücke substituirt, die Gestalt an: 

<P + yi'ii^ + kx = o, 

Diese Gleichung mit den beiden willkürlichen Constanten 
X und X ist der analytische Ausdruck eines ganzen Systemeis 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen 
•7 Punkte hindurchgehen. Sie ist zusammengesetzt aus den Gtei- 
chungen : 

9> = o. t/;==o, X~o 

von drei Oberflächen zweiter Ordnung, welche sich in den ge- 
nannten 7 Punkten schneiden , und stellt , weil sie zwei willkür- 
liche Constanten mit sich führt, und weil sie erfüUt wird für alle 
Werthe der Coordinaten, welche den drei letzten Gleichungen 
der drei Oberflächen zweiter Ordnung zugleich genügen , alle 
Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche hindurchgehen durch 
sämmtliche Schnittpunkte der drei Oberflächen. Setzt man nun 
voraus, dass drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Punkten 
schneiden, eine Voraussetzung, die wir gleich begründen werden, 
so hat man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
7 gegebene Punkte des Raumes gehen, gehen zugleich 
durch einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten 
Punkt hindurch. 

Hieraus entspringt nun die Aufgabe: wenn 7 Punkte des 
Raumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in wel- 
chem sich drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, die durch 
die 7 gegebenen Pmikte hindurchgehen. Eine lineare Con- 
struction findet man in Crellc's Journal für Mathematik Bd. 20, 
p. 304-308. 

Wenn nach dem Vorhergehenden die Raumcurve, in welcher 
sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, gegeben ist 
durch 8 Punkte in ihi*, so ist es nach dem zuletzt angegebeneo 
Satze einleuchtend, dass zu ihrer Bestimmung nicht solche 8 Punkte 
gewählt werden dürfen, in welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden. 
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IMe Frage nach der Zahl der Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung: 

g)(a:, y, z) = 0, ijj {x, y, z) = o, x[x,y,z) = o, 

weiche sich nicht in ein und derselben Cuitc schneiden, ist ein 
rein algebraisches Problem, welches dadurch seine Lösung findet, 
dass man feststellt, wie viele Systeme Werthe der Variabein den 
angegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, oder dass 
, man den Grad der Endgleichung bestimmt, weiche aus den drei 
Gleichungen durch Elimination von zwei Variabein hervorgeht. 
Da aber der Grad der Endgleichung bei einem ungeschickten 
Eliminationsverfahren leicht durch einen überflüssigen Factor er- 
höht werden kann, so ist es zweckdienlich die Zahl der Schnitt- 
punkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung in einem specielieu 
Falle festzustellen. Denn kennt man diese Zahl in einem spe- 
delien Falle, und man findet den Grad der Endgleichung gleich 
jener Zahl, so kann man versichert sein, dass die Endgleichung 
keinen überflüssigen Factor enthält. Nun lehrt aber die geometri- 
sche Betrachtung, dass drei Ebenenpaare, als specielier Fall dreier 
(H>erflächen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden. 
Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltende Eliminations- 
verfahren schliesslich auch eine Gleichung des achten Grades 
giebt, so wird man dadurch den Beweis geführt haben, dass 
überhaupt drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Punkten 
schneiden. 

Wenn man durcb Einführung der homogenen Coordinaten 

statt der rechtwinkligen, indem man — , — ,— setzt resnective 

P p p 
für X, y, z, in die gegebenen Gleichungen , und durch Multij>lica- 

tion mit /?* dieselben auf die Form zurückführt: 
9{x,y, z,p) = 0, '^{x^y, z,p)==o, x(x,y, z,p)z=o, 

in welcher Form die linken Theile der Gleichungen homogene 
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinaten 
^f y, Zf P bedeuten, so kommt das erwähnte algebraische Pro- 
blem darauf zurück, durch Elimination von zwei Coordinaten 
aus den zuletzt angegebenen drei Gleichungen die in Bücksicht 
auf die beiden anderen Coordinaten homogene Endgleichnng zu 
bestimnien. 
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Aber auch dieses Problem entbehrt noch der Symmetrie, 
deren Aufrechterhaltung in den analytischen Operationen sich 
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitern wir das 
Problem, indem wir es also ausdrucken: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den vier homogenen 
Gleichungen hervorgeht: 

<p {x, y, z, p) = 0, 1/; {x, y, z, p) = o, % {x, y, z, p) — o, 

R ^ ux + vy + WZ '{' rp = o. 

Denn aus der in m, v, w, r homogenen Endgieichung wird, wenn 
man setzt: u = v = o, w z=z p, r= — z, wodurch E identisch 
verschwindet, die eine Lösung des vorhergehenden Problems er- 
halten, und in ähnlicher Weise die übrigen. Der Grad der in 
u, V, w, r homogenen Endgleichung wird folglich gleich der Zahl 
der Schnittpunkte der drei Oberflächen zweiter Ordnung sein. 

Aber auch das. erweiterte algebraische Problem hat seine 
geometrische Bedeutung. Denn betrachten wir w, v, tv, r als die 
variabeln Goordinaten einer Ebene , so stellt R = o einen Punkt 
dar, und zwar, wenn wir unier x^y, z, p die aus den Gleichun- 
gen der drei Oberflächen q> = o, tf; = o, % = o sich ergebenden 
Werthe dieser Goordinaten verstehen, den Schnittpunkt der drei 
Oberflächen. Schneiden sich die drei Oberflächen in mehr als 
einem Punkte, so wird die durch Elimination der Punktcoordina- 
ten hervorgehende Endgleichung in Ebeneticoordinaten das Pro- 
duct sämmtlicher Schnittpunktgleichuugen darstellen, und sich da- 
her in lineare Factoren auflösen lassen müssen. 

Wir wenden uns nun zu der Lösung des Problems. Nach 
demselben hat man vier ganze homogene Functionen der Va- 
riabein X, y, z, p, welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden : 

Die Determinante J dieser vier Functionen ist eine homo- 
gene Function des dritten Grades in Rücksicht auf die Va- 
riabein und eine homogene Function des ersten Grades in 
Rücksicht auf die Ebenencoordinaten u, v, w, r. Da die 
drei ersten Functionen von gleichem Grade sind, so kommt 
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der Satz (14) der vorhergehefiden Vorlesung in Anwendung, nach 
welchem man hat: 

djd , , d^ . . 

djd , . d^ , . 

(- Xw = 0, — h Ir = 0. 

dz * dp 

Nehen diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben; 

9 = 0, i// = o, % = o, 

a:Ä = 0, yR = o, zR= o, pRz=o, 

Dieses sind im Ganzen 11 Uneare und homogene Gleichungen 
zwischen den 1] Unbekannten: 

o(^, y\ «', p\ ^y, ocz, xp, yz, yp, zp, X. 

Betrachtet man diese 11 Unbekannten als Variable, so hat man 
11 lineare homogene Functionen, welche für ein System Werthe 
der Variabein verschwinden, nämlich die linken Theile jener 
11 Gleichungen. Die Determinante Sl dieser 11 linearen Func- 
tionen verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung. 
Man hat daher als Resultat der Elimination: 

Dass diese Gleichung homogen und vom achten Grade ist 
rücksichtlich der Ebenencoordinaten, sieht man sogleich, wenn 
man die Determinante Sl in der gebräuchlichen Form hinschreibt 
mit Angabe der Grade der Componenten. Dadurch ist zugleich 
im Allgemeinen der Satz bewiesen: 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten. 

Wenn eine von den drei Oberflächen in ein Ebenenpaar 
übergeht, so werden jede von diesen Ebenen und die beiden an- 
deren Oberflächen sich nur in vier Punkten schneiden können, 
was wir so ausdrücken : 

Zwei Oberflächen zweiter Ordnung und eine 
Ebene schneiden sich in 4 Punkten. 

Dieser Satz wird durch die Auflösung .der folgenden Auf- 
gabe auch direct bewiesen: 

Hesse, AnalyU Geometr. 7 
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Die End^leichung zu bestimmen, welche durcli 
Elimination von x, y, z, p aus den Gleichungen hervor* 
geht: 

(f [x, y, z, p) = 0, tp (x, y, z, p) = 0, 

A^ax + by + cz + dp = o, R^ux + vy + wz + rp=o. 

Man hat hier wieder vier homogene Functionen q>, rjj, A, E, 
die beiden ersten vom zweiten, die anderen beiden vom ersten 
Grade, welche für ein System Werthe der Variabein x, y, z, p 
verschwinden. Die Determinante J dieser Functionen ist homogen 
und von dem zweiten Grade. Da nun die beiden ersten Func- 
tionen von gleichem Grade sind, so hat man nach Satz (lo) der 
vorhergehenden Vorlesung: 

d^ 1 1 I d^ , • . , , 

-^^ + Am + ^a -- 0, -^ +Xv + iih = o, 

d/i , , , d/i 111 j 

und wenn man noch die Gleichungen hinzufügt: 

Az= o, B z= 0, 
so hat man 6 in Rücksicht auf die 6 Unbekannten: 

X, y, z, p, A, ft 

lineare homogene Gleichungen. Das Resultat der Elimination die- 
ser Unbekannten aus den 6 Gleichungen wird : 

Ä = 0, 

eine in den Ebenencoordinaten w, v, w, r homogene Gleichung 
des vierten Grades. Der hierdurch bewiesene Satz lässt sich auch 
so ausdrücken: 

Die Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter 
Ordnung wird durch eine Ebene in 4 Punkten ge- 
schnitten. 

Wird von den beiden Oberflächen zweiter Ordnung die eine 
ein Ebenenpaar, so ergiebt sich der Satz: 

Eine Oberfläche zweiter Ordnung wird durch 
eine gerade Linie in 2 Punkten geschnitten, 

der durch die Auflösung folgender Aufgabe auch direct bewiesen 
wird : 
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Die Endgleichung zu bestimmen, welche aus der 
Elimination von x, y, z, p aus den Gleichungen her- 
vorgeht: 

g>{x,y,z,p) = o, A^ax + by + cz + dp = o, 

B^ax+ßy + yz + öpnnzo, R^ux + vy + wz + rp = o. 

Es verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung die 
in X, y, z, p lineare homogene Determinante J der Functionen 
(p, A, B, R, welche in Rücksicht auf u, v, rv, r hnear und homo- 
gen ist, für das System Werthe der Variabeln, welches den an- 
gegebenen vier Gleichungen genügt. Daher hat man die vier 
linearen Gleichungen: 

J = o, A = Oy B = o, R = 0, 

aus welchen durch Elimination der Variahein die in m, t;, w, r 
homogene Gleichung: 

Sl = 

des zweiten Grades hervorgeht , welche analytisch das 'Schnitt- 
punktenpaar der Oberfläche zweiter Ordnung q> = o und der bei- 
den Ebenen A = a, B= o darstellt. 



Zehnte Vorlesimg. 

Pole und Polarebenen der Oberflächen zweiter 

Ordnung. 



Wir gehen von der durch Einführung der homogenen Coor- 
dinaten x,y,z,p statt der rechtwinkligen Coordinaten homogen 
gemachten Gleichung zweiten Grades: 

(l) f{x,y,z,p) = o 

als dem analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den Glei- 
chungen einer geraden Linie, die durch irgend zwei Punkte 
und 1 in ihr, deren Coordinaten wir mit den angehängten In- 

7* 
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dices 0, 1 bezeichnen, bestimmt ist, nämlich nach (i) der sechs- 
ten Vorlesung: 



(2) 



Z = Zf^ + IZi, 
P = Po+ ^Pi- 



Diese Coordinaten x,y, z, p, wenn sie der Gleichung der Ober- 
flache (1) genügen, sind die Coordinaten des Schnittpunktes der 
Oberfläche und der gei*aden Linie. Man hat daher zur Bestim- 
mung von A für den Schnittpunkt die Gleichung: 

(3) /"(^o + ^^1» yo + ^yt» ^0 + ^h> Po + ^Pt) = 0- 

Da diese Gleichung aber in A eine quadratische ist, so er- 
kennt man darin einen zweiten Beweis, dass die gerade Linie 
die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Punkten schneidet. Die 
Coordinaten x, y, z, p des einen oder des anderen Schnittpunktes 
erhält man aus (2), indem man die eine oder die andere Wurzel 
für A setzt. Da die quadratische Gleichung entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Wurzeln hat, so wird dem gemäss die ge- 
rade Linie die Oberfläche zweiter Ordnung entweder in zwei 
reellen oder in zwei imaginären Punkten schneiden. Das Ver- 
hältniss der beiden Wurzeln ist das anharmonische des Schnitt- 
punktenpaares zu dem gegebenen Punktenpaar. Die Bedin- 
gung, dass das Schnittpunktenpaar harmonisch sei zu dem ge- 
gebenen, ist daher das Verschwinden der Summe der beiden 
Wurzeln. 

Um diese Bedingung auszudrücken, entwickeln wir die Glei- 
chung (3) mit Hülfe des Maclaurin'schen Satzes nach 4*otenzen 
von A, wodurch die Gleichung die Gestalt erhält: 

« . Ao+SA/;, + AY,, = o, 

wenn. 

2/io = 2/*(irj^yo,Zo,pJ = xj\x^) + yj'{yo) + zj\z^) + pof{p^\ 

2A, = 2/*(a:„y„z„p,) = x,f\x,)+ y,f\y,) + z,f\z^ + pJ\Pi). 

2A, = xj\x,) + y,f\y^) + zj\z,) + pj\p,y 
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Die Summe der beiden Wurzeln verschviiiidet allein unter 
der Bedingung: 

(5) xj\x,) + yj\y,) + zj\z,) + p,f\p,) ^ o, 

welche sich auch so ausdrücken lässt: 

(6) co,f{x,) + y,f{y^) + Zof%) + Pofip,) = 0, 

denn der linke Theil dieser Gleichung bleibt bei der Vertauschung 
der Indices und 1 mit einander ungeändert, wovon man sich 
leicht überzeugen kann, wenn man für die Zeichen der Diiferen- 
tialquotienten ihre wirklichen^ Ausdrücke setzt. 

Diese Gleichung ist also die Bedingung zwischen den Coor- 
dinaten zweier Punkte und i, die stattfinden rauss, wenn die 
Verbindungslinie derselben die Oberfläche :j^weiter Ordnung in 
zyvei Punkten schneiden soll, die harmonisch sind zu den Punk- 
ten und 1. 

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole der Ober- 
fläche zweiter Ordnung, wenn ihre Verbindungslinie die 
Oberfläche in zwei Punkten schneidet, die harmonisch sind zu 
den beiden Punkten. Die Gleichung (5) oder (6) ist demnach die 
einzige Bedingungsgleichung für ein harmonisches Polenpaar 
und 1 der Oberfläche (l). Diese Bedingungsgleichung ist linear 
und homogen in Rücksicht auf die Coordinaten Jedes der beiden 
Pole. Deshalb wird der geometrische Ort des einem gegebenen 
Punkte zugeordneten harmonischen Poles {x, y, z^p) eine Ebene 
sein: 
(7.) oof\xo) + yf\yo) + zfizo) + Pf\Po) = 0. 

Diese Ebene nennt man die Polar ebene des gegebenen 
Punktes, oder seine Polare und den gegebenen Punkt den Pol 
der Ebene. Die Polarebene eines gegebenen Punktes ist dem- 
nach der geometrische Ort des dem gegebenen Punkte zugeord- 
neten Poles, odier, anders ausgedrückt, der geometrische Ort 
des vierten harmonischen Punktes auf den durch den gegebenen 
Punkt gehenden Strahlen. 

Bezeichnet man die homogenen Coordinaten der Polarebene 
des Punktes mit Uq, Vq, Wq, Tq, so hat man folgende lineare Re- 
lationen zwischen den Coordinaten des Poles und den Coordina- 
ten seiner Polarebene : 

W i/"W = Wo» i/"W = Vo> ^f^(Zo) = Wo, {f\po) =ro, 
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wodurch die Coordinaten der Polarebene ausgedrückt sind durch 
die Coordinaten des Poles, und umgekehrt die Coordinaten des 
Poles sich berechnen lassen, wenn die Coordinaten der Polar- 
ebene gegeben sind. Da im letzteren Falle die Coordinaten der 
Polarebene beliebige Werthe erhalten können , so sieht man, 
dass jede beUebige Ebene die Polarebene eines durch die Ebene 
bestimmten Punktes ist, gleich wie jeder Punkt des Raumes seine 
polarebene hat. 

Wenn man auf der Polarebene (7) des Punktes einen be- 
liebig gewählten Punkt 1 fixirt, so hat man nach dem Vorher- 
gehenden die Relation (6). Die Gleichung der Polarebene des 
Puniftes 1: 

^rM + yfiy.) + zrN +pr{pi) = o 

wird hiernach erfüllt, wenn man für die variabeln Coordinaten 
die Coordinaten des Punktes setzt, das heisst, die Polarebene 
des Punktes 1 geht durch den Punkt 0. Man erkennt hierin 
den Beweis des Satzes: 

Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol der 
Ebene. 

Hieraus folgt sogleich ein zweiter Satz: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, so 
dreht sich seine Polarebene um eine zweite gerade 
Linie, die in der Polarebene liegt. 

Diese beiden geraden Linien entsprechen einander in der 
Weise, dass die Polarebenen der Punkte auf der einen geraden 
Linie sich in der zweiten geraden Linie schneiden. Ein solches 
Linienpaar nennt man reciproke Polaren der Oberfläche 
zweiter Ordnung und man erkennt leicht , dass jede beliebige ge- 
rade Linie im Räume ihre reciproke Polare hat. 

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboteu mit Leichtig- 
keit die umgekehrten Sätze zu beweisen, nämUch folgende: 

Wenn eine Ebene sich um einen gegebenen Punkt 
dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die Polarebene 
des gegebenen Punktes. 

Wenn eine Ebene sich um eine gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die reci- 
proke Polare der geraden Linie. 



Pole und Polarebcncn der Oberlläclien zweiter Ordnung. 103 

Der Pol liegt von seiner Polarebene bald weiter entfernt, 
bald näher, je nach seiner Lage zu der Oberfläche. Er kann 
sel()$t in seine Polarebene hineinfallen. Die Bedingung, dass er 
in seine Polarebene falle, wird aus (7) erhalten, wenn man für 
die vai'iabeln Coordinaten die Coordinaten des Poles setzt, wo- 
durch man erhält f{xo,yo, Zo> Po) = ö. Das heisst, wenn der 
Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter Ordnung wird, so hegt er 
in seiner Polarebene. In diesem Falle hat auch die Polarebene 
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Denn wählt man auf der Po- 
larebene des in die Oberfläche fallenden Poles o behebig einen 
Punkt p, so sind o und p harmonische Pole der Oberfläche. 
Die gerade Linie op schneidet also die Oberfläche in einem 
Punktenpaar, welches harmonisch ist zu dem Punktenpaar o, p. 
Von diesem Schnittpunktenpaar fällt aber ein Punkt mit dem 
Punkte zusanunen. Es muss daher der andere ebenfalls mit 
ihm zusammen faUen. Das heisst die gerade Linie op schneidet 
die Oberfläche in zwei mit o zusammenfallenden Punkten. Eine 
solche gerade Linie nennt man Tangente der Oberfläche im 
Punkte 0. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische 
Ort der Tangenten der Oberfläche in dem Punkte o. 

Der geometrische Ort der Tangenten in einem Punkte o der 
Oberfläche zweiter Ordnung ist hiernach eine Ebene, die Tan- 
gentenebene der Oberfläche in diesem Punkte. Wir drücken 
diese Bemerkungen kurz so aus: 

Wenn der Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter 
Ordnung wird, so wird seine Polarebene die Tangen- 
tenebene der Oberfläche in diesem Punkte, und um- 
gekehrt, der Pol der Tangentenebene einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist der Berührungspunkt. 

Die Gleichung (7) ist demnach die Gleichung der Tangenten- 
ebene in dem Punkte {xq, y^, Zq, Pq), wenn dieser Punkt in der 
Oberfläche zweiter Ordnung selbst liegt. 

Schneidet man die Oberfläche zweiter Ordnung durch eine 
Ebene e, deren Pol p sei, und nimmt auf der Schnittcurve betiebig 
eüien Punkt o an, so geht die Tangentenebene der Oberfläche 
im. Punkte o, weil sie Polarebene dieses Punktes ist, durch p, und 
die gerade Linie op ist Tangente der Oberfläche. Man hat daher 
den Satz : 
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Weqn man den Pol einer Ebene durch eine gerade 
Linie verbinde! mit irgend einem Punkte der Schnitt- 
curve der Ebene und der Oberfläche zweiter Ordnung, 
so ist diese gerade Linie Tangente der Oberfläche in 
dem letzteren Punkte. 

Man erhält daher die Tangenten, die von einem gegebenen 
Punkte an eine Oberfläche zweiter Ordnung gelegt werden kön- 
nen, wenn man jeden Punkt der Schnittcurve der Polarebene 
durch eine gerade Linie verbindet mit dem gegebenen Punkte. 
Der geometrische Ort dieser Tangenten ist der Tangenten- 
kegel der Oberfläche. Der Tangentenkegel berührt also eine 
Oberfläche zweiter Ordnung in derjenigen Curve, in welcher die 
Polarebene der Spitze die Oberfläche schneidet. 

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Coordina- 
ten or, y, z, p des Poles und den Coordinaten w, v, w, r der Polar- 
ebene der Oberfläche zweiter Ordnung f{x, y, z, p) = o: 

(9) ^/-»-t/, \f'{y) = v, ^f\z) = n>, \np) = r. 

Um die Coordinaten x, y, z, p des Poles auszudrücken, 
wenn die Coordinaten ii, v, w, r der Polarebene gegeben sind, 
hat man diese linearen Gleichungen aufzulösen. Die Auflösung 
ergiebt für die Coordinaten des Poles Ausdrücke von der Form: 
aii + fty-f-cw + dr. Setzt man diese Ausdrücke für Xy y, z,p 
in die homogene Function zweiter Ordnung f{x,y, z, p), so er- 
hält man eine homogene Function F{u, v, w, r) ebenfalls der zwei- 
ten Ordnung, welche wir die reciproke Function der Func- 
tion f{x, y, z, p) nennen, und welche durch Substitution der Aus- 
drücke (9) wieder in die Function f{x, y, z, p) übergeht. 

Man hat daher unter Vermittelung der Substitutionen (9) die 
Gleichung : 
(10) F{u, V, TV, r) = f{x, y, z, p). 

Da aber: f{x,y, z,p)=x^r\x)+yl,f\y) + z\f[^)+pkr[p'h 
so hat man ferner: 

(ll) F[u, V, TV, r) = XU + yv + ZTV + pr. 

Diese beiden Gleichungen (lO) und (llj sind identische, wenn 
man sich die Werthe von m, v, tv, r aus (9), oder, wenn man sich 
die Werthe von x, y, z, p, wie sie sich durch Auflösung der Glei- 
chungen (9) ergeben, substituirt denkt. 



I 
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Differenzirt man unter der Jetzteren Annahme die Gleichun- 
gen (10) und (ll) partiell nach u, so erhält man: 

g. idx I dy .dz »dp ) 
\du du du^ * du ) * 

Wi \ I dx I dy , dz , dp 

^ ' du du * du du 

Dividirt man die erste Gleichung durch 2 und zieht sie von 
der letzten ab, so wird: 

Auf diese Weise erhält man durch Differentiation der Glei- 
chungen (lo) und (llj.nach u, v, w,r respective die Gleichungen: 

welche nichts aaderes sind als die Auflösungen der linearen Glei- 
chungen (9). Es verdient bemerkt zu werden, dass sie von der- 
selben Form sind, als die aufzulösenden Gleichungen. 

Um die der Function f reciproke Fmiction F zu bilden, hat 
man die Werthe von x, y, z, p der aufgelösten Gleichungen (12) 
in f einzusetzen, wodurch man erhält: 

F{u,v,fv,r) = f{^^F\u), ii{v), JF», i^»). 

Aber einfacher imd zugleich auf einem eleganteren Wege 
gelangt man zum Ziele durch die identische Gleichung: 

F{u, v,fv,r) = u, lF'{u) + v . iF\v) + w . \r[w) + r . \F\r), 

denn die Ausdrücke ^ F\u) . . . , aus welchen der rechte Theil 
der Gleichung zusammengesetzt ist, sind durch die Auflösun- 
gen (i2) der Gleichungen (9) unmittelbar gegeben. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func- 
tion F reciproke Function wieder die ursprüngliche f ist. Diese 
beiden Functionen, die nach (10) unter Vermittelung der Sub- 
stitutionen (9) oder (i2) identische werden, stehen hiernach in 
solcher Beziehung, dass durch die eine auch die andere gege- 
ben ist. 

In der Gleichung (lO) bedeuteten x,y,z,p die Coordinaten 
des Poles, m, », w, r die Coordinaten der dem Pol zugeordneten 
Polarebene. Wenn der Pol die Oberfläche zweiter Ordnung f = o 



lOG Zcliiile Vorlesung. 

durchiäuft, so berührt die Polarebene dieselbe Qberiläche und 
ist Tangentenebene der Oberfläche in dem Pol. Für diesen Fall 
hat man aber nach (lo): 

F{u, V, w, r) :^f[x;y, z,p) = o, 

das heisst, wenn eine Ebene Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung /"= o ist, so genügen die Coordinaten dieser 
Ebene der Gleichung zweiten Grades F[u, v, w, r) ~- o, und um- 
gekehrt, wenn die Coordinaten einer Ebene dieser Gleichung ge- 
nügen, so ist die Ebene eine Tangentenebene der Oberfiäche 
zweiter Ordnung f = o. 

^ Denkt man sich die Oberfläche zweiter Ordnung f = o 
durch ihre sämmtlichen Tangentenebenen erzeugt in gleicher 
Weise wie bisher durch Punkte in ihr, so wird man nach der 
Analogie die Gleichupg: 

(13) F{u, V, w, r) == 

die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten nennen zum Unterschiede von der in 
Punktcoordinaten gegebenen Gleichung f[x,y,z,p)=>o dersel- 
ben Oberfläche. Man versteht also unter der Gleichung einer 
Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die Gleichung 
zweiten Grades, welche die Coordinaten einer Ebene zu erfüllen 
haben, wenn die Ebene Tangentenebene der Oberfläche zweiter 
Ordnung sein soU. Wie sie aus der gegebenen Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung in Punktcoordinaten, oder wie aus 
ihr wiederum die Gleichung der Oberfläche in Punktcoordinaten 
hervorgeht, ist nach dem Vorhergehenden klar. 

Um zu einer neuen Form der Function f zu gelangen, stel- 
len wir unter Beifügung eines Factors / = — i die Gleichungen 
zusammen, welche vorhin dazu dienten die Function f als eine 
Function der Ebenencoordinaten wiederzugeben: 

y{x) + u.t = o, 

14 

\f\z) +w.l = o, 

tix + vy + TVZ + rp+f.t = o, 
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Die linken Theile dieser 5 Gleichungen kann man als lineare 
homogene Functionen der 5 Variabein x, y, z, p, t betrachten, 
die für ein System Werthe dieser Variabein verschwinden. Die 
Determinante /l dieser 5 Functionen verschwindet nach (8) der 
achten Vorlesung für diese Werthe. Man hat daher eine Glei- 
chung J z=s o zwischen f und den Ebenencoordinaten, woraus 
sich f als eine Function der Ebenencoordinaten ergiebt. 

Zur wirklichen Darstellung der Function f in der angedeu- 
teten Weise bedarf es der Kenntniss der Function f selbst. 
Nehmen wir daher an, dass: 

(15) . . . f= «00^* + öj 1 y* + oft ^' + ÖS3/>* 

+ 200 1 ^y+ 2^02 ^^+ 2aosir/) 

+ 2a,,y2+ 2ö,syp+2a,3zp, 
so wird, indem wir der Bequemlichkeit wegen setzen a^^ =ö^^: 

4/'V)= «00^ + «01^ + «02^ + ^03P> 

if'iy) = «10-^ + «i,y + «12« + «i3P> 

if'i^) = «20«^ + «21 y + «22« + «23i»' 
if'iP) = «30^ + «siy + «32« + «33P- 



Setzt man diese Werthe aber in (l4), so erhält man die gesuchte 
Determinante : 

«00» «Ol' «02» «03' " 

«10' «II' «12' «13' ^ 

«20' «21' «22' «23' ^ 

«SO' «31' «3 2» «3 3» ^ 

w, V, w, r, f + o 

und aus der Gleichung J = o mit Rücksicht auf (16) der siebenten 
Vorlesung wird : 

u 



(16) 



A.f + 



indem man hat: 



10' **I 1 » **12» ""13» '^ 

«20, «21» «22» «23» ^ 

«80» «81' «32' «83» ^ 

u, V, w, r, 



= o. 
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(17) . 



A == 



00» 
0» 



«0 



I>a aber die durch Ebenencoordinaten ausgedrückte Function f 
nach (lO) die Function F ist, so hat man eine ziveite Darstellung 
der Function F in Deterininanteuform : 



(18) 



F[uy V, w, r) = — -j 



«00» «Ol» «02» «08» " 

«10» «II» «J2» «13» ^ 

«20» «21» «22» «28» ^ 

«30» «31» «32» «33» ^ 

w, V, w, r, 



Elfte Vorlesung. 

Weitere allgemeine Eigenschaften der Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 



Von der Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten am Anfange der neunten Vorlesung ausgehend, 
gelangten wir mit Hülfe von Pol und Polarebene am Schlüsse 
der letzten Vorlesung zu einer neuen analytischen Ausdrucksweise 
der Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten: 

F{u, V, w, r) = 0, 

der Bedingungsgleichung zweiten Grades, welche erfüllt wird, 
wenn die Ebene [u, v, w, r) Tangentenebene der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung ist. Eine gleiche Behandlungsweise dieser Gleichung, 
wie in der neunten Vorlesung der Gleichung der Oberfläche in 
Punktcoordinaten, wird zu analogen Sätzen führen. 

Die angegebene Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
in Ebenencoordinaten ist aus 10 Gliedern zusammengesetzt, von 
welchen Jedes Glied seinen Coefficienten hat. Da jedoch durch Di- 
vision der Gleichung durch einen Coefficienten dieser Coeflßcient 
auf die Einheit zurückkommt, so kann man, ohne die Gleichung 
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zu beschränken , annehmen , dass ein Coefficient gleich l sei, 
dass also die Gleichung nur 9 Coefficienten enthalte, welche in 
linearer Weise in die Gleichung eingehen» und deren Werthe die 
Natur der Oberfläche zweiter Ordnung bedingen. 

Soll die Oberfläche zweiter Ordnung eine durch ihre Coor- 
dinaten gegebene Ebene berühren , so müssen diese 9 Coefficien- 
ten der linearen Bedingungsgleichung genügen, die man erhält, 
wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die Variabein 
setzt die gegebenen Coordinaten der Ebene. Neun solcher Be- 
dingungsgleichungen bestimmen die 9 Coefllcienten unzweideutig. 
Daher hat man den Satz: 

Durch 9 beliebig gewählte Tangentenebenen ist 
eine Oberfläche zweiter Ordnung im Allgemeinen 
unzweideutig bestimmt. 

Acht Tangentenebenen der Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche 8 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 9 Coef- 
ficienten entsprechen, bestimmen deshalb die Oberfläche nicht 
vollständig. Vielmehr lassen sich 8 Coefßcienten durch den neun- 
ten l, der willkürlich bleibt, ausdrücken, und diese Ausdrücke, 
eingesetzt in die obige Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung, geben die allgemeine Form der Gleichung aller Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

0(u, V, w, r) — l ^(m, V, fv, r) = 0^ 

welche 8 gegebene Ebenen berühren. 

Daraus erhält man, indem man k = o oder = oo setzt, die 
Gleichungen: 

{u, V, rv, r) =0, y[^{u, v, w, r) = o 

zweier bestimmten Oberflächen zweiter Ordnung , welche die 8 ge- 
gebenen Ebenen berühren. Diese beiden Oberflächen haben un- 
endlich viele gemeinschaftKche Tangentenebenen, welche den* 
Ebenencoordinaten entsprechen, die beiden Gleichungen zugleich 
genügen. Da aber die Ebenencoordinaten , welche den beiden 
Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, auch der vorhergehenden 
allgemeinen Gleichung genügen, so hat man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 8 ge- 
gebene Ebenen berühren, werden von allen Ebenen 
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berührt, welche gemeinschaftliche Tangentenebenen 
sind zweier dieser Oberflächen. 

Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnimg durch 9 Tan- 
gentenebenen bestimmt sein, so dürfen diese nicht zwei (Ver- 
flachen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Eän specieller Fall einer Oberfläche zweiter Ordnung ist ein 
Punktenpaar, oder, will man »ch eine andere Vorstellung davon 
machen, eine in eine gerade Linie ausgeartete Oberfläche, welche 
durch die beiden Punkte begrenzt ist. Denn wenn: 

A ^= 0, B = o 
die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so stellt: 

AB = 

als eine Gleichung zweiten Grades eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung dar. 

Ist nun F t= die Gleichung einer gegebenen (M>erfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten, so hat man den allge» 
roeinsten analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche von allen Tangentenebenen der gegebenen Ober- 
fläche berührt werden, die entweder durch den ein^i oder den 
anderen Punkt hindurchgehen: 

F— IAB= 0. 

' Mit anderen Worten lässt sich dasselbe also wiedergeben. 
Die angegebene Gleichung mit dem mllkürlichen Factor i, 
stellt alle möglichen Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche 
die beiden von den Punkten A = o und B -— u ausgehenden 
Tangentenkegei der gegebenen Oberfläche F = o ringsum be- 
rühren. 

Ist daher (2> = o die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche jeden der genannten Tangentenkegei rii^suni be- 
rührt, so wird man immer die Factoren ^ und ft so bestimmeo 
können, dass man identisch hat: 

F — XAB = (10, 

Nimmt man an, F und A seien gegeben, so stellt die Glei- 
chung F — lAB =:= mit den \ier in il^ steckenden willkür- 
lichen Constanten eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche . 
den vom Punkte ^ = o ausgehenden Tangentenkegei der (Äer- 
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fläche F = o ringsum berührt. Um nachzuweisen, dass jene 
Gleichung mit den vier willkürlichen Constanten alle Oberflächen 
zweiter Ordnung umfasst, welche den erwähnten Tangentenkegel 
ringsum berühren, bärubn wir uns auf einen Satz, der freilich 
erst später seine Erledigung finden wird „dass der Tangenten- 
kegel einer Oberfläche zweiter Ordnung selbst eine Oberfläche 
zweiter Ordnung ist, welche durch 5 Tangentenebenen unzwei- 
deutig bestimmt ist/' Hiernach ist der vom Punkte ^ == o aus- 
gehende Tangentenkegei der Oberfläche F = o äquivalent mit 
5 Tangentenebenen desselben. Deshalb sind* zur Bestimmung 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche den Tangentenkegel 
ringsum berührt, nur 5 Tangentenebenen derselben gegeben. 
Da aber eine Oberfläche zweiter Ordnung erst durch 9 Tan- 
gentenebenen vollständig bestimmt ist, so muss die fragliche 
Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung noch vier willkürliche 
Constanten mit sich fähren. Dieses trifflt aber in der That zu. 

Wenn daher F = o und O =t o die Gleichungen zweier 
(H)erflächen zweiter Ordnung sind, die den von dem Punkte 
A = ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so wird 
man fi und die vier in kB steckenden Constanten immer so be- 
stimmen können, das man identisch hat: 
F — 110 ^ XAB, 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung von 
demselben Tangentenkegel zweiter Ordnung rings- 
um berührt werden, so werden sie gleichzeitig von 
einem zweiten gemeinschaftlichen Tangentenkegel 
zweiter Ordnung ringsum berührt. 

Sind nur 7 Tangentenebenen einer Oberflache zweiter Ord- 
nung F = dmch ihre Coordinaten gegeben, so hat man zwi- 
schen den Coeflicienten in der Gleichung der Oberfläche auch nur 
7 lineare Bedingungsgleichungen, mittels welcher sich 7 Coeffi- 
cienten durch die beiden anderen X und ft, die willkürlich blei- 
ben, ausdrücken lassen. Setzt man diese Ausdrücke in die Glei- 
chung F=z a der Oberfläche ein , so erhält man die allgemeinste 
Form der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, welche die 
1 Ebenen berührt : 

+7tW+ kX=^0, 
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Da diese Gleichung aber zusammengesetzt ist aus den Glei- 
chungen der drei Oberflächen zweiter Ordnung: 
= 0, ^=0, X=o, 

so wird sie erfüllt für jedes Systenf der Ebenencoordinaten, 
welches den drei Gleichungen zugleich genügt. Das heisst die 
gemeinsamen Tangentenebenen der drei Oberflächen sind zugleich 
Tangentenebenen der allgemeinen Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche die 7 Ebenen beröhrt. Die drei Oberflächen zweiter Ord- 
nung werden aber, wie wir sogleich nachweisen werden, von 
8 Ebenen zugleich berührt. Da von diesen 8 £benen 7 die ge- 
gebenen sind, denn die angegebenen drei Oberflächen sind spe- 
cielle Fälle der allgemeinen Oberfläche zweiter Ordnung, so bat 
man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 ge- 
gfil^ene Ebenen berühren, berühren überdies eine 
durch die 7 Ebenen bestimmte achte Ebene. 

Wenn daher zur Construction einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertreten sie nur die 
Stelle von 7 Ebenen. 

Die Bestimmung der dreien Oberflächen zweiter Ordnung 
gemeinschaftlichen Tangentenebenen führt auf die rein algebrai- 
sche Aufgabe: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein w, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

= 0, W=o, X==o, 
B, ^i ux + t?y + WZ + rp = 0. 

Denn die Endgleichung wird das Product der Gleichungen 
sämmtlicher gemeinsamen Tangentenebenen sein in Punktcoordi- 
naten ausgedrückt. 

Diese Aufgabe sowie die folgenden , sind bereits in der neun- 
ten Vorlesung mit Vertauschung von Punkt- und Ebenencoordina- 
ten gelöst woi'den. Wir entnehmen daraus, dass die homogene 
Endgleichung in Punktcoordinaten vom achten Grade ist, wodurch 
der Satz bewiesen wird: 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung haben 8 ge- 
meinsame Tangentenebenen. 
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Ebenso führt die Bestimmung der gemeinsamen Tangenten- 
ebenen zweier Oberflächen zweiter Ordnung O = o, W=o, 
welche durch einen gegebenen Punkt A = o hindurchgehen, 
auf die Aufgabe zurück: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

(P =: 0, ^^ -- o, w4 ^ öM + fet? + cw + dr == 0, 

H r^ tto: + wy + WZ + rp = o. 

Die geometrische Interpretation der Endgleichung gfebt den 
Satz: 

Durch einen gegebenen Punkt des Raumes las- 
sen sich vier Ebenen legen, welche zwei gegebene 
Oberflächen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Die Frage endlich nach den Tangentenebenen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung (P = o, welche durch zwei beliebig ge- 
gebene Punkte des Raumes -4 = o und B = o odef durch die 
Verbindungslinie derselben hindurchgehen, fallt mit der Aufgabe 
zusammen : 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein t/, v, w, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

<I> = 0, A^au + bv + cw + dr=so, 

Dass die Endgleichung in Rücksicht auf die Punktcoordina 
ten vom zweiten Grade ist, dient als Beweis des Satzes: 

Durch eine gerade Linie lassen sich zwei Tan- 
gentenebenen an eine Oberfläche zweiter Ordnung 
legen. 



Hesse, AnalyU Geometr. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Fortsetzung der zehnten Vorlesung über Pole 
und Polarebenen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung. Reciprocität. 



Wir haben am Ende der zehnten Vorlesung für die Ober- 
tlächen der zweiten Ordnung den analytischen Ausdruck dersel- 
ben gefunden: 

(!)■ F{u, V, w^ r) = o. 

Wir stellen denselben zusammen mit den Coordinaten u, v, w, r 
irgend einer Ebene, welche durch die Schnittlinie / zweier ge- 
gebenen Ebenen o und i hindurchgeht, deren Coordinaten wir 
mit den angehängten Indices bezei(5hnen, indem wir die betref- 
fenden Rebtionen aus (4) der sechsten Vorlesung entnehmen: 

M = Wy + Aw,, 

(2) «^ -^ «^0 + ^Vi, 

w = Wy + Am;,, 
r = ro + Ar,. 

Wenn diese Coordinaten m, v, w, r der Gleichung (i) genü- 
gen, so entsprechen sie den Tangentenebenen der Oberfläche. 
Man hat daher zur Bestimmung der Tangentenebenen der Ober- 
fläche, die durch die gerade Linie / gehen, die Gleichimg: 

(3) F[u,, + Aw,, Vq + Xvt, Wo + Iw,, Tq -f Ar,) = o. 

Dass diese Gleichung eine in A quadratische Gleichung ist, 
wird als ein neuer Beweis gelten des Satzes, den wir aus einer 
anderen Betrachtung bereits abgeleitet haben, dass durch eine 
gerade Linie sich an eine Obeifläcbe zweiler Ordnung zwei Tan- 
gentenebenen legen lassen. 

Das anharmonische Verhältniss des erwähnten Tangenlen- 
ebenenpaares zu dem gegebenen Ebenenpaar 0, i ist das Ver- 
hältniss der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung. Es 
wird, dieses Verhältniss zu einem harmonischen unter der Be- 
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dingung, dass die Summe der beiden Wurzeln verschwindet. 
Entwickelt man, um diese Bedingung auszudrücken, die quadra* 
tisciie Gleichung (3) nach Potenzen von l, und setzt in der Ent- 
wickelung den Coefücienten der ersten Potenz gleich 0, so er- 
hält man: 

(4) u,F\u,) + v,F\v,) + w,F\w,) + r, F'{r,) = o, 

oder, da man auch die Indices und i vertauschen kann, ohne 
den linken Theil der Gleichung zu ändern: 

(5) u^F\ut) + v^F\v,) + fv^F\n>,) + r^F\r,) = o 

als Bedingung für das Ebenenpaar 0, I, wenn dasselbe zu dem 
durch ihre Schnittlinie gelegten Tange ntenebenenpaar der Ober- 
fläche harmonisch sein soll. 

Man nennt ein Ebenenpaar harmonische Polarebenen 
oder harmonische Polaren einer Oberfläche zweiler Ord- 
nung, wenn das durch die Schnittlinie derselben gelegte Tan- 
gentenebenenpaar der Oberfläche harmonisch ist zu dem Ebenen - 
paar. Es ist daher (4) oder (5) die einzige Bedingung, die die 
Coordinaten zweier Ebenen und 1 zu erfüllen haben, wenn sie 
harmonische Polarebenen der Oberfläche zweiter Ordnung sein 
sollen. 

Nimmt man an, die eine harmonische Polarebene der 
Oberfläche sei gegeben, die andere habe die Coordinaten w, », w, r, 
so hat man die einzige Bedingung: 

(6) «J^'(«o) + vF'[v;) + rvF\rv^) + rF\r^) = o, 

welche ausdrückt, dass sämmtliche harmonische Polarebenen ei- 
ner gegebenen Ebene durch ein und denselben Punkt gehen, 
dessen Coordinaten x^, ,Vo, z^, p^ durch die Gleichungen bestiitimt 
sind; 

Diese Gleichungen sind aber nach (|2) der zehnten Vorlesung 
die Relationen zwischen Pol und Polarebene. Man hat daher 
den Satz: 

Die einer gegebenen Ebene zugeordneten harmo- 
nischen Polarebenen einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung gehen durch den Pol der gegebenen Ebene. 

8* 
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Es ist eine charakteristische Eigenschaft eines harmonischen 
*Polarebeneupaares, dass der Pol der einen Ebene in der ande- 
ren liegt. Denn die Gleichungen (4) und (5) gehen durch die 
bekannten Relationen (12) der zehnten Vorlesung zwischen Pol 
und Polarebene über in: 

Wo.r, + v^y, + w^z, + r^Pi = 0, 

welche Gleichungen nach (9) der zehnten Vorlesung sich auch so 
darstellen lassen: 

xtf[xo) + yxf'ivo) + ^i/*'W + Pif'[po) = 0» 

^Qf\x^) + yof\yy) + ^of\h) + Pof\Pi) = 0, 

woraus wir den geometrischen Satz entnehmen: 

DiePole zu einem Paare harmonischer Polar ehe neu 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind harmonische 
Pole, und die Polarebenen eines harmonischen Polen- 
paares einer Oberfläche zweiter Ordnung sind har- 
monische Polarebenen. 

Wenn man die bekannten Ausdrücke der Punktcoordinaten 
des Poles einer Oberfläche zweiter Ordnung nach (12) der zehn- 
ten Vorlesung in die Gleichung einer zweiten in Punktcoordina- 
ten gegebenen Oberfläche zweitei* Ordnung einsetzt: 

(p{x, y, z,p) = 0, 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten: 

(p(iF'iu), 1/^», j,F'(w), lF'{r)) = o. 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (9) der zehnten Vorlesung 
in die Gleichung einer zweiten in Ebenencoordinaten gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung : 

<l>(w, V, w, r) = 0, 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Punktcoordinaten: 
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Diese Bemerkungen beweisen den Satz: 

Wenn der Pol einer gegebenen Oberfläcbe zwei- 
ter Ordnung eine zweite Oberfläche zweiter Ordnung 
beschreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte 
Oberfläche zweiter Ordnung, und umgekehrt, wenn 
die Polarebene einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung sich als Tangentenebene um eine zweite 
Oberfläche zweiter Ordnung herumbewegt, so be- 
schreibt der Pol eine dritte Oberflache zweiter Ord- 
nung. 

Die zweite und dritte Oberfläche fallen mit der gegebenen 
zusammen , wenn entweder der Pol die gegebene Oberfläche 
durchläuft, oder die Polarebene sich als Tangentenebene um die 
gegebene Oberfläche herumbewegt. 

Wir fügen endlich noch einige Sätze hinzu , die sich nach 
den entwickelten Principien ebenso von selbst verstehen : 

Das anharmonische Verhältuiss von zwei Punk- 
tenpaaren auf einer geraden Linie ist gleich dem 
anharmonischen Verhältniss ihrer Polarebenen. 

Das anharmonische Verhältniss von zwei Paar 
Ebenen, welche sich in derselben geraden Linie 
schneiden, ist gleich dem anharmonischen Verhält- 
niss ihrer Pole. 

Die Polarebenen von zwei harmonischen Punk - 
tenpaaren sind harmonische Ebenen. 

Die Pole von zwei harmonischen Ebenenpaaren 
sind harmonische Punkte. 

Die Polarebenen von drei Punktenpaaren der In- 
volution bilden wieder eine Involution. 

Die Pole von drei Ebenenpaaren der Involution 
bilden wieder eine Involution. 

Es bleibt noch übrig auf. das Verhalten von den Linienpaarea 
hinzuweisen, die wir in der zehnten Vorlesung reciproke Polai*en 
der Oberfläche zweiter Ordnung genannt haben. 

Aus der charakteristischen Eigenschaft eines solchen Linien- 
paares , dass die Polarebeuen der Punkte auf der einen dieser 
Linien sich in der anderen schneiden, folgt unmittelbar der Satz : 
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Jede gerade Linie, welche ein Paar reciproke 
Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung schnei- 
det, schneidet die Oberfläche in einem Punktenpaar, 
welches zu dem Schuittpunktenpaar auf den recipro- 
ken Polaren harmonisch ist. 

Da sich die Polarebenen aller Punkte auf einer gegebenen 
Ebene in dem Pol dieser Ebene schneiden, so werden auch die 
Polarebenen der Punkte, welche auf zwei geraden Linien der ge- 
gebenen Ebene liegen, durch den Pol der Ebene gehen , woraus 
die Sätze gefolgert werden können: 

Wenn sich zwei gerade Linien im Räume schnei- 
den, so schneiden sich auch die reciprokeu Polaren 
der beiden geraden Linien in einem Punkte, welcher 
der Pol ist der Ebene, in der die beiden geraden 
Linien liegen, und umgekehrt ist der Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien der Pol der Ebene, in 
welcher die reciproken Polaren liegen. 

Beschreibt eine gerade Linie in irgend welcher 
Art eine Ebene, so dreht sich ihre reciproke Polare 
um den Pol der Ebene. 

Dreht sich eine gerade Linie uro einen Punkt in 
ihr, so beschreibt ihre reciproke Polare die Polar- 
ebene des Punktes. 

Wenn eine gerade Linie in einer Ebene sich um 
einen Punkt in ihr dreht, so dreht sich ihre reciproke 
Polare um den Pol der Ebene in der Polarebene des 
Punktes. 

Da die reciproke Polare einer gegebenen geraden Linie in 
der Polarebene eines beliebigen Punktes der gegebenen geraden 
Linie liegt, so sieht man, dass die reciproke Polare der Tan- 
gente der Oberfläche zweiter Ordnung in der Tangenteuebene 
des Beruhrungspimktes liegen muss. Denn wählt man den Be- 
rührungspunkt der Tangente als den beliebigen Punkt, so ist 
seine Polarebene eben die Tangentenebene. Wählt man aber 
einen anderen Punkt der Tangentenebene auf der Tangente, so 
geht seine Polarebene bekanntlich durch den Berührungspunkt. 
Das heisst: 
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Die reciproke Polare der Tangente in einem 
Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ist in die- 
sem Punkte wieder Tangente der Oberfläche. 

Aus der Combination dieses Satzes mit den vorhergehenden 
folgt ferner: 

Wenn eine gerade Linie sich ats Tangente einer 
ebenen Schnittcurve einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung fortbewegt, so beschreibt die reciproke Polare 
der geradenLinie den Tangentenkegel, der die Ober- 
fläche in' der ebenen Schnittcurve ringsum berührt, 
und umgekehrt, wenn eine gerade Linie einen Tan- 
gentenkegel der Oberfläche zweiter Ordnung be- 
schreibt, so bewegt sich die reciproke Polare der 
geraden Linie als Tangente um die Berührungscurve. 

Bewegt sich eine gerade Linie als Tangente um 
eine zweite, von der zum Grunde gelegten Ober- 
fläche zweiter Ordnung verschiedene, Oberfläche 
zweiter Ordnung, so bewegt sich die reciproke Po- 
lare der Tangente als Tangente um eine dritte Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche von den Polarebe- 
nen der Punkte auf der zweiten Oberfläche berührt 
w ird. 

Beschreibt nämlich der Pol die zweite Oberfläche zweiter 
Ordnung, so bewegt sich seine Polarebene als Tangentenebene 
um eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung. Die Tangente der 
zweiten Oberfläche ist die Verbindungslinie zweier unendlich na- 
hen Punkte auf der Oberfläche; ihre Polarebenen, die die dritte 
Oberfläche berühren, liegen ebenfalls unendlich nahe an einander 
und schneiden sich in der Tangente der letzteren Oberfläche. 
Diese Schnittlinie ist aber die reciproke Polare der erwähnten 
Tangente der zweiten Oberfläche. 

Wir schliessen hiermit diese Betrachtungen. Die aus ihnen 
gewonnene« Sätze über Pol und Polare genügen, um ein Ueber- 
tragungs-Princip herzuleilen , welches den Namen des Princi- 
pes der Reciprocität führt. Dieses Princip , welches die 
Sätze von der Lage der Figuren verdoppelt, soll in den äusse- 
ren Umrissen in dem Folgenden entwickelt werden. 
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Jede gegebene Figur im Räume, bestehend au^ Punkten, ge- 
raden Linien, Curven, Ebenen, Oberflächen, kann man sich in 
doppelter Weise entstanden denken. Durch den Punkt oder durch 
die Ebene. Wählt man den Punkt als die Einheit der Erzeugung, 
so wird jede Figur der Inbegriff aller Punkte sein, welcbe in 
ihr liegen. — [Es bringt Vortheil die Curven im Räume 
als einen speciellen Fall der Oberflächen aufzufassen, nämlich 
derjenigen Oberflächen , welche ihre Tangenten , das sind gerade 
Linien, welche zwei unendlich nahe Punkte der Curve verbinden, 
beschreiben. Umgekehrt wird daher auch jede Oberfläche, welche 
durch gerade Linien erzeugt ist, die aufeinanderfolgend sich 
schneiden wie die Tangenten einer Curve , als eine Curve be- 
trachtet werden können.] Wählt man dagegen die Ebene als 
die Einheit der Erzeugung der Figur, so stellt sich der Punkt 
dar als der Inbegriff aller Ebenen, weiche durch den Punkt ge- 
hen , die gerade Linie wird der Inbegriff aller Ebenen sein, 
welche sich in ihr schneiden , die Curve wird der Inbegriff aller 
Ebenen sein , welche durch zwei unendlich nahe Punkte auf der 
CuiTe hindurchgehen , die Oberfläche endlich wird der Inbegriff 
aller ihrer Tangentenebenen sein, das heisst der Ebenen, welche 
irgend drei unendlich nahe Punkte der Oberfläche , die nicht in 
einer geraden Linie liegen, verbinden. 

Legt man nun irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung zu 
Gründe, die den Namen der Directrix führt, und betrachtet 
jeden Punkt der gegebenen Figur im Räume als den Pol ^ioer 
filmen« , und , in der zweiten Darstellung derselben Figur, durch 
Ebenen, jede Ebene als die Polarebene eines Punktes in Bezie- 
hung auf die Directrix, so werden die Ebene und der Punkt 
eine neue, die zu der gegebenen reciproke Figur, in doppel- 
ter Erzeugungsart durch Ebene und Punkt begründen, die der 
gegebenen Figur in folgender Art entspricht. Jedem Punkte der 
gegebenen Figur entspricht eine Ebene der reciproken Figur, 
jeder Ebene der gegebenen Figur entspricht ein Punkt der reci- 
proken, jeder geraden Linie der gegebenen Figur entspricht eine 
gerade Linie der reciproken , jeder Cuve der gegebenen Figur 
entspricht eine Curve der reciproken , endlich entspricht jeder 
Oberfläche der gegebenen Figur eine Oberfläche der reciproken 
Figur. Umgekehrt entspricht auch in derselben Weise jedem 
Punkte der reciproken Figur eine Ebene der gegebenen, jeder 
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geraden Linie der reciprokeii Figur entspricht eine gerade Linie 
der gegebenen, jeder Curve oder Oherfläche der reciproken Fi- 
gur entspricht eine Ciu've oder Oberfläche der gegebenen Figur. 
Mit anderen Worten, die gegebene Figur ist reciprpk zu ihrer 
reciproken Figur. 

Hiernach bedingt jede Eigenschaft einer gegebenen Figur, 
weiche sicli auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine ent- 
sprechende Eigenschaft der reciproken Figur. Mit anderen Wor- 
ten, aus jedem Satze über die Lage von Figurentheilen zu ein- 
awder folgt ein Satz über die Lage der Theile der reciproken 
Figur. 

Die reciproke Figur ist durch die gegebene vollständig be- 
stimmt. Allein die Willkürlichkeit der gegebenen Figur wird 
eine entsprechende Willkurhchkeit der reciproken Figur zur Folge 
Iiaben^ wodurch eben der durch die reciproke Figur bewiesene 
Satz einen gewissen Grad der Allgemeinheit erlangt. Wie weit 
sich diese Allgemeinheit erstreckt, erfährt man daraus, dass man 
von der allgemeinen reciproken Figur ausgehend die gegebene 
als die reciproke von ihr bildet. Befindet sich unter diesen Um- 
standen letztere noch in den Grenzen der zulässigen Allgemein- 
heit , so wird dieses ein Beweis sein, dass das Maass der Allge- 
meinheit des reciproken Satzes nicht überschritten ist. 

Wir wollen dieses Princip an einem einfachen Beispiele er- 
läutern. Wir wählen zu diesem Zwecke aus der neunten Vor- 
lesung den Satz : „Drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten". 

Dreien Oberflächen zweiter Ordnung einer gegebenen Figur 
entsprechen drei Oberflächen zweiter Ordnung der reciproken 
Figur. Jedem Punkte auf einer der gegebenen Oberflächen ent- 
spricht eine Tangentenebene der reciproken Oberfläche. Einem 
Punkte , der zugleich auf den drei gegebenen Oberflächen hegt, 
entspricht hiernach eine Ebene , welche zugleich die drei red- 
proken Oberflächen berührt. Die Zahl der Schnittpunkte der 
gegebenen drei Oberflächen ist also gleich der Zahl der gemein- 
samen Tangentenebenen der reciproken Oberfläche. Eine neunte 
gemeinsame Tangentenebene der reciproken Oberflächen würde 
auf einen neunten Schnittpunkt der gegebenen drei Oberflächen 
schlie«sen lassen. Denn auch umgekehrt entspricht jeder Tan- 
gentenebene einer recipri)ken Oberfläche ein Punkt auf der gege- 
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beiiCD Oberfläche. Da aber irgend welchen drei Oberflächen 
zweiter Ordnung einer reciproken Figur immer drei Oberflächen 
zweiter Ordnung einer gegebenen Figur entsprechen, so hat mau 
im Allgemeinen den Satz der elften Vorlesung: „An drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung lassen sich 8 gemeinsame Tangenten- 
ebenen legen". 

Weitere Beispiele zur Anwendung des Principcs ündet man 
in den vorhergehenden Vorlesungen in Menge vor. Denn alle 
diejenigen Sätze, welche aus der doppelten geometrischen Deu- 
tung derselben Gleichungen hervorgegangen sind, indem man die 
Variabein einmal als Punktcoordinate n , das andere Mal als Ebe- 
nencoordinaten auffasste , sind reciproke Sätze. 

Wir stellen im Folgenden reciproke Sätze neben einander, 
die sich nach den vorgetragenen Principien eben so leicht ein- 
zeln beweisen lassen als sie nach dem Princip der Reciprocität 
von einander abj^eleitet werden können : 



Wenn ein Punktenpaar 
ein harmonisches Polen- 
paar ist für zwei Oberflä- 
chen zweiter Ordnung, so 
ist dasselbe auch ein har- 
monisches Polenpaar für 
jede Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der bei- 
den Oberflächen hindurch- 
geht. 



Wenn ein Ebenenpaar 
ein harmonisches Polar - 
ebenenpaar ist für zwei 
Oberflächen zweiter Ord- 
nung, so ist dasselbe auch 
ein harmonisches Polar- 
ebenenpaar für jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, 
welche alle Ebenen be- 
rührt, die gemeinschaft- 
liche Tangentenebenen 
der beiden Oberflächen 
sind. 



Wenn man durch zwei gegebene Oberflächen zweiter Ord- 
nung eine gerade Linie legt, so kann man auf ihr ein Punkten- 
paar bestimmen , welches harmonisch ist zu jedem Schnittpunk- 
tenpaare der geraden Linie und der Oberflächen. Dieses Punk- 
tenpaar ist ein Paar harmonischer Pole für jede der beideh Ober- 
flächen, also nach dem ersten Satze auch ein harmonisches Po- 
lenpaar für eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
durch die Schnittcurve der gegebenen Oberflächen hindurch- 
geht. Erinnert man sich nun der Definition für drei Punk- 
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tenpaare der Involution, so folgt daraus der Satz und sein re- 
ciproker : 

Jede geradeLinie schnei- ! Wenn man durch eine 
det drei Oberflächen zwei- gerade Linie Tangente n- 
ter Ordnung, von weichen ebenen legt an drei Ober- 



eiue durch die Schnitt- 
curve der beiden anderen 
hindurchgeht, in Punkten 
der Involution. 



flächen zweiter Ordnung, 
von welchen eine alle ge- 
meinsamenTangenten ebe- 
nen der beiden anderen 
berührt, so bilden diese 
Tangentenebenen eine In- 
volution. 



Die Poiarebenen eines ge- 
gebenen Punktes in einem 
System Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche durch 
8 feste Punkte im Räume 
gehen, schneiden sich in 
ein und derselben geraden 
Linie. 

Pie Polarebenen eines 
gegebenen Punktes in ei- 
nem System Oberflächen 
zweiter Ordnung, welche 
durch 7 feste Punkte im 
Räume gehen, schneiden 
sich in ein und demsel- 
ben Punkte. 



Die Pole einer gegebe- 
nen Ebene in einem Sy- 
stem Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 8 feste 
Ebenen berühren, liegen 
in einer geraden Linie. 



Die Pole einer gegebe- 
nen Ebene in einem Sy- 
stem Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 7 feste 
Ebenen berühren, liegen 
in ein und derselben 
Ebene. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Mittelpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. 

Transformation der Coordinaten mit Beibehaltung 

der Richtung der Coordinatenaxen. 



Der Pol einer Ebene, die in ihrer ganzen Ausdehnung in 
das Unendliche fallt , hat rücksichtlich seiner Oberfläche zwei- 
ter Ordnung eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Legt man näm- 
lich eine Sehne der Oberfläche durch den Pol , so schneidet die 
Sehne die Oberfläche in einem Punktenpaar, welches harmonisch 
ist zu dem Pol und dem Schnittpunkte der Sehne mit der Polar- 
ebene. Dieser letztere Schnittpunkt hegt aber in dem Unendlichen. 
Mithin halbirt der Pol die Sehne , so wie jede andere Sehne der 
Oberfläche, welche durch ihn geht. 

Man nennt Mittelpunkt einer Oberflache zweiter Ordnung 
einen Punkt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen der Oberfläche hal- 
birt. Es ist also der Pol einer Ebene in dem Unendlichen der Mit- 
telpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. Da es nur einen Mit- 
telpunkt einer Oberfläche zweiter Ordnung giebt , so kann dieses 
als eine zweite Deflnition des Mittelpunktes dienen. Dienn gäbe 
es zwei Mittelpunkte, so würde die durch sie gelegte Sehne der 
Oberfläche in zwei verschiedenen Punkten halbirt. Auf Grund 
dieser zweiten Definition folgt aus den letzten Sätzen der vorher- 
gehenden Vorlesung: 

• Die Mittelpunkte der Oberflächen^ zweiter Ord- 
nung, welche 8 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer geraden Linie. 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 7 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer Ebene. 

Die analytische Bestimmung des Mittelpunktes einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung kann in doppelter Art geschehen, indem 
man entweder von der Gleichung der Oberfläche in Punktcoor- 
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dinaten oder von der Gleichung derselben Oberfläche inEbenen- 
coordinaten ausgeht. Im ersteren Falle sei die Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung: 

(1) f[^*y> ^yP) =0. 

Aus (9) der zehnten Vorlesung entnehnien wir die Relationen 
zwischen den Coordinaten des Poles [x, y, z ,p) und seiner Polar- 
ebene (tt, V, w, r) : 
(•i) ... 1 f'(x) = u, \f'{i,) = V, \f'{z) = w, i^fip) = r. 

Da die Polarebene aber in das Unendliche fallt, wenn 
«i-t?=«; = o, so hat man zur Bestimmung der iGoordinaten 
des Mittelpunktes der Oberfläche die Gleichungen: 

(3) .' r[x) = 0, f\y) = 0, r{z) = 0. 

Von diesen drei linearen Gleichungen hat auch jede ihre 
geometrische Bedeutung. Sie drucken nämlich analytisch aus die 
Polarebenen der drei Punkte auf den Coordinatenaxen , welche 
in dem Unendlichen liegen. Dass sich diese drei Polarebenen in 
dem Mittelpunkte der Oberfläcbe schneiden, lässt sich auch auf 
geometrischem Wege leicht einsehen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der Ober- 
fläche ergeben sich aus den Gleichungen (3), wenn man p = l 
setzt. In dieser Voraussetzung bestimmen die Gleichungen (3) die 
Werlhe der Variabein, welche die Function f{x,y,:,l) zu einem 
Maximum oder Minimum machen. Woraus sich .folgende Regel 
abnehmen lässt: 

Die Werthe der Variabein, welche eine ganze 
Function des zweiten Grades f{x, y, z) zu einem 
Maximum oder Minimum machen, sind die Coordina- 
ten des Mittelpunktes der Oberfläche zweiter Ord- 
nung f{x, y, z) = 0. 

Um auf analytischem Wege den Mittelpunkt zu bestimmen 
für eine Oberfläche zweiter Ordnung, die durch ihre Gleichung 
in Ebenencoordinaten gegeben ist: 
W . . F{u, V, w, r) = 0, 

erinnern wir an die Gleichung des Poles einer Ebene (wo. Vq, tvq, Tq) 
nach (6) der zwölften Vorlesung: 

(&)... UoF\u) + v^F\v) + fV^F\n>) + r^F'ir) = o. 
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Die Ebene fällt in das Unendliche , wenn Uf^^s^ Voi=tVo = o, 
und ihr Pol, der Mittelpunkt der Oberfläche, erhält zur Gleichung : 

(6) F-{r) = 0. 

Diese Gleichung ist bekanntlich die Bedingung, unter wel- 
cher die in r quadratische Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat. 

Wenn der Mittelpunkt der Oberfläche zugleich der Coordina- 
tenanfangspunkt sein soll, so müssen die Gleichungen (3) erfüllt 
werden für x=:y = z^=^o. Diese drei Bedingungen drücken 
aber aus, dass in der Gleichung der Oberfläche (l) die drei Glieder 
fehlen, welche die erste Potenz der Variablen p als Factor haben. 

Soll die Gleichung (6) des Mittelpunktes der Oberfläche zu- 
gleich die des Coordinatenanfangspunktes sein, so müssen in ihr 
die drei ersten Glieder versch\^1nden , welche respective mit w, v, tv 
multiplicirt sind, das heisst, in der Gleichung (4) der Oberfläche 
müssen die drei Glieder fehlen , welche die erste Potenz der Va- 
fiabeln r als Factor haben. 

Umgekehrt, wenn die gekannten drei Glieder in der Glei- 
chung (l) oder (4) verschwinden, so ist der Coordinatenanfangs- 
punkt der Mittelpunkt der Oberfläche. Denn im ersten Falle 
bleibt die Gleichung (i) ungeändert, wenn man für p setzt — p, 
welches-^ geometrisch ausdrückt, dass jede durch den Coördinaten- 
anfangspunkt gezogene Sehne der Oberfläche in diesem Punkte 
halbirt wird; und im zweiten Falle bleibt die Gleichung (4) ,un- 
geändert, wenn man für r setzt — r, welches beweiset, dass 
parallele Tangentenebenen der Oberfläche von dem Coordinaten- 
anfangspunkt in entgegengesetzter Richtung gleich weit ab- 
stehen. 

Wir werden diese Bemerkung benutzen, um auf einem zwei- 
ten Wege die Coordinaten des Mittelpunktes der Oberfläche zu 
bestimmen. 

Hat man irgend ein zweite^ , dem zum Grunde gelegten recht- 
winkligen Coordinatensystem , paralleles Coordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt die Coordinaten a, h^c hat, so ergeben sich aus der 
geometrischen Betrachtung leicht folgende Relationen zwischen 
den Coordinaten x, y, z irgend eines Punktes im ersten und den 
Coordinaten X, Y,Z desselben Punktes in dem zweiten System: 

x = X+a, y=Y + b, z = Z + c. 
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Wählt man aber statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
homogenen Coordinaten, so ergeben sich daraus folgende Trans- 
formationsformeln : 

(7) y= r+bP, r=ybp, 

z = Z + cP, Z t=z— cp, 

p = P, P = p. 

Die Gleichung einer Ebene: 

wa: 4- vy + wr + rp = o, 
nimmt durch diese Substitutionen, wenn wir .mit ü, V, W, H die 
homogenen Coordinaten der Ebene bezeichnen bezüglich auf das 
zweite Coordinatensystem , die Gestalt an: 

UX+ VT ri- JVZ + BP = 0, 
und die Vergleichung der linken Theile beider Gleichungen er- 
giebt folgende Transformationsformeln der Ebenencoofdinaten : 
u=U, U = u, 

fvz= W, W^^ w, 

r = R -- aV ^ bV — cW, Ä=r+aw+fcf; + cw. 

Durch diese Transformationsformeln gehen die Gleichungen 
(l) und (4) der Oberfläche zweiter Ordnung über in: 

(9) . . . . r{X + aP, r+ bP, Z + cP,P}=o. 

(10) . . . ,F{ü, K W, R — aü— bV— cW} =0. 

Es sind dieses die Gleichungen derselben Oberfläche zweiter 
Ordnung, bezogen auf ein paralleles Coordinatensystem , dessen 
Anfangspunkt die rechtwinkligen Punktcoordinaten a, b, c hat. Die 
Grade der Gleichungen sind durch die Transformation ungeändert 
geblieben. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche ist zugleich Coordinatenan- 
anfangspunkt, wenn a, b, c, l für x, y, z, p gesetzt den Gleichungen 
(3) genügen, oder wenn diese Grössen proportional sind den Coef- 
ficienten von u, v, w, r in der Gleichung (6). 

Diese die Coordinaten a, ft, c des Mittelpunktes der Oberfläche 
bestimmenden Gleichlingen erhält man auch durch Ent\i ickelung 
der Gleichungen (9) und (lO), wenn man entweder die drei mit 
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der ersten Potenz von P multiplidrtcn Glieder einzeln gleich o 
setzt, oder wenn man die drei mit der ersten Potenz von R mul- 
tiplicirten Glieder verschwinden lässt. Es las st sich daher 
die homogene Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung durch blosse Aenderung des Coordinaten- 
anfangspunktes im Allgemeinen auf die Form zurück- 
führen, in welcher die drei mit der ersten Potenz 
der letzten Variabein multiplicirten Glieder fehlen. 

Die einzige Ausnahme von dieser Regel bildet der Fall, wenn 
der Mittelpunkt der Oberfläche in das Unendliche fällt, denn 
in dieser Voraussetzung kann man den Mittelpunkt nicht zum 
Coordinatenanfangspunkt machen. 

Um die analytische Bedingung dieses Falles festzustellen, neh- 
men wir an, dass die Gleichungen ^ der Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Punktcoordinaten und in Ebenencoordinaten seien : 

(11) .... f = «00^' + 2aoia:y + a,^y^ + = o, 

(12) .... F =^ ^00^* + 2^01 w«^ + ^11 v' + ....= 0. 

Den Mittelpunkt der Ol^erfläche f=.~o bestimmen die Glei- 
chungen (3): 

^f\x) = «00^ + «Oiy + «ü2^ + «osP = 0, 
hf\y) =010^^ +«11^ + «12^ + «18P = 0, 

^/"W = «20^ + Ö2iy + «22^: + öjaP — 0. 
Betrachtet man in diesen Gleichungen die rechtwinkligen 

Coordinaten — , i^ , — des Mittelpunktes als die Unbekannten und 

P P P ^ 

löset die Gleichungen auf, so stellen sich bekanntlich die Werthe 
der Unbekannten als Brüche dar mit demselben Nenner: 

(13) D = I «,^, a,^, a,j 

«2 , «2 1 » «2 2 

Verschwindet dieser Nenner, so werden die Coordinaten des 
Mittelpunktes unendlich gross, und der Mittelpunkt fällt in das 
Unendliche. 

Die Gleichung des Mittelpunktes der Oberfläche i^=o ist 
nach (6) : 
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woraus sich die rechtuvinkligen Coordinaten a, b, c des Mittelpunk- 
tes der Oberfläche ergeben: 

(H) a = ^«, 6 = ^, c = ^», 

^3 3 ^3 3 ^3 3 

welche unendlich gross werden, wenn der gemeinsame Nenner 
verschwindet. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche f=zo oder ^=o fällt da- 
her in das Unendliche unter der Bedingung: 

(15) D =i o oder ^38 = 0. 

Man unterscheidet nun Oberflächen zweiter Ordnung, wekhe 
einen Mittelpunkt haben von den Oberflächen zweiter Ordnung, 
deren Mittelpunkt in das Unendliche fällt, von welchen man 
sagt, dass sie keinen Mittelpunkt haben. Jede van den Gleichun- 
gen (15) ist die Bedingung für die letzte Gattung von Oberflächen 
zweiter Ordnung. Ihre homogenen Gleichungen lassen sich nicl^t 
auf die Form zurückführen, in welcher die mit der ersten Po- 
tenz der letzten Variabein multiplipirten Glieder gänzlich fehlen. 



Vierzehnte Vorlesung. 

Criterium des Kegels zweiter Ordnung, Tangenten- 
kegel der Oberfläche zweiter Ordnimg, 



Unter den Oberflächen zweiter Ordnung mit einem Mittei- 
punkt verdient eine besondere Beachtung diejenige, deren Mit- 
telpunkt auf der Oberfläche selbst liegt. 

Es sei: 

(I) . . . . /•:= «00^» + ^a^txy + a^^y^ + . . . ^^ o 

die Gleichung einer solchen Oberfläche. Die Coordinaten des Mit- 
telpunktes derselben bestimmen sich aus den Gleichungen: 

f[x) = o, r(y) = o, f\z) = o, 

Hesse, Analyt. Geomelr. 9 



130 Vierzehnte Vorlesung. 

Setzt man die Werthe dieser Coordinaten ' in dio Gleichung 
der Oberfläche; 

^f=xf\x) + yf\y) + zf\z) + p/"(p) ---= o, 

so muss in dem vorliegenden Falle die Gleichung erfüllt werden. 
Daracis erhält man aber: 

rip) = 0. 

Wenn daher die Oberfläche (i) die angegebene Eigenschaft 
haben soll, so müssen sich Werthe der Variabein bestimmen las- 
sen, welche den vier Gleichungen zu gleicher Zeit genügen: 

(2) . . . f\x) = 0, f'iy) = 0, r{z) = 0, f{p) ^ 0, 

von welchen die drei ersten den Mittelpunkt der Oberfläche be- 
stimmen und die letzte ausdrückt, dass der Mittelpunkt auf der 
Oberfläche selbst liegt. 

Es liegen hier vier homogene Functionen \f\oc), ^f[y), \ [f[z\ 
if{p) d^r vier Variabein vor, welche für ein System Werthe der 
Variabein verschwinden. Es verschwindet also nach Satz (8) der 
achten Vorlesung auch die Determinante dieser Functionen, und 
man hat die Bedingungsgleichung: 

^0 0» ^0 1» ^0 2« ^0 3 

^10) ^11» ^12» ^13 

^2 0» ^2 1» ^'2 2 > ^2 3 

^3 n > ^3 I > ^3 2» ^3 3 



(3) ^ = 



zwischen den Coefficienten in der Gleichung (1) der Oberfläche 
von der bezeichneten Art. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberflächen 
zweiter Ordnung, dass die Polarebenen aller Punkte des Raumes 
sämmtlich durch den Mittelpunkt der Oberfläche gehen. Denn 
die Gleichungen der Polarebenen aller Punkte des Raumes werden 
nach (2) für den Mittelpunkt erfüllt. 

Um eine zweite Eigenschaft dieser Gattung Oberflächen her- 
zuleiten , bezeichnen wii' mit x, y, z, p die Coordinaten des Mittel- 
punktes, mit Xg, yQ,ZQ,pQ die Coordinaten eines beliebig auf der 
Oberfläche gewählten Punktes. Die Coordinaten x + XxQ,y + X y^ 
z + k Zq,p + Xp^ eines beliebigen Punktes auf der Verbindungs- 
linie beider genügen der Gleichung: 
(4) . . . f(x + Xxq, y + kyo, z + Xzq, p -{- lp^) = o. 
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welchen Werth auch der unbestimmte Factor X habe. Denn ent- 
wickelt man die Gleichung nach Potenzen von X, so verschwin- 
det das erste Glied, weil der Mittelpunkt auf der Oberfläche liegt. 
Ebenso verschwindet das letzte Glied der Entwickelung , weil der 
Punkt o auf der Oberfläche liegt. Es verschwindet endlich der 
Factor der ersten Potenz von l: 

(5) ^of\^) + yuf\y) + zof\z) + P^fiP) = 

auf Grund der Gleichungen (2). Die Verbindungslinie fällt mithin 
ihrer ganzen Länge nach in die Oberfläche, und die ganze Ober- 
fläche kann als entstanden gedacht werden durch Drehung einer 
geraden Linie um den Mittelpunkt. 

Eine solche Oberfläche nennt man einen Kegel. Die be- 
handelte Gattung von Oberflächen sind also Kegel zweiter Ord- 
nung, und die Gleichung (3) ist die Bedingungsgleichung für den 
Kegel (l). Er charakterisirt sich dadurch, dass sein Mittelpunkt, 
die Spitze des Kegels, in der Oberfläche selbst liegt. 

Es bleibt noch übrig nachzuweisen, dass auch jeder Kegel 
fz=:o der zweiten Ordnung, der durch Drehung einer geraden 
Linie um seine Spitze entstanden ist, der Gleichung (3) genügt. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass oc,y,z,p die Coordina- 
ten der Spitze und Xq, y^, Zq, p^ die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes o auf der Kegelfläche seien. Da nun jeder Punkt der 
Verbindungslinie dieser beiden Punkte auf der Kegelfläche liegt, 
so wird für jeden Werth von l der Gleichung (4) Genüge ge- 
schehen, die durch Entwickelung übergeht in (5). Dieser Glei- 
chung wird nun für jeden Punkt o des Kegels genügt. Sie ist 
aber, wenn man deri Punkt o als variabel betrachtet, die Gleichung 
einer Ebene. Es müsste also entweder der letzteren Gleichung 
für jeden Punkt o des Kegels genügt werden können, welcher 
auch ausserhalb der Ebene liegt, oder die Ebene müsste wn 
Theil des Kegels sein, oder endlich müsste der Gleichung (5) 
durch die Gleichungen (2) Genüge geschehen. Der erste Fall ist 
als unstatthaft zu verwerfen. In dem zweiten Falle wird die Func- 
tion f in das Product von zwei linearen Factoren zerfidlen und 
der Kegel in ein Ebenenpaar. Dann genügt aber jeder Punkt 
der Schnittlinie der beiden Ebenen den Gleichungen (2). Es bleibt 
also nur der dritte Fall übrig, in welchem man die Gleichungen 
(2) hat, aus welchen durch Elimination die Bedingung (3) hervorgeht. 

fr* 
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Die Gleichung des Kegels zweiter Ordnung In Punktcoordi- 
naten lässt sich nicht so wie die Gleichungen aller übrigen Ober- 
flächen zweiter Ordnung durch Ebenencoordinaten ausdrücken. 
Denn die reciproke Function F von f erhalt, da nach (3) Az= o 
ist, naeh (i8) der zehnten Vorlesung einen unendlich grossen Fac- 
tor - • i [Lässt man diesen Factor fort, so stellt die Gleichung 
A.F=o nicht mehr den Kegel dar, sondern diese Gleichung 
ist das Quadrat der Gleichung eines Punktes, nämUch der Spitze 
d^s Kegels. ] 

Es sei mm die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter 
Ordnung: 

(6) . . . /*= öoyir« + 2öoi^y + «1 ly' + = 0, 

welche sich von der Gleichung des Kegels (l) nur dadurch unter- 
scheiden soll, dass der Coefficient «33, der dort durch die Glei- 
chung (3) als Function der anderen Coefficienten bestimmt ist, hi 
dieser Gleichung irgend einen Werth habe. 

Die drei ersten Gleichungen (3) bestimmen unter dieser Vor- 
aussetzung die Spitze des Kegels (l), wie den Mittelpunkt der 
Oberfläche (6). Es fallen also beide Punkte in einen zusammen. 
Zieht man die Gleichung des Kegels von der Gleichung der Ober- 
fläche ab, so erhält man: 

/>* -- 0, 

die Gleichung eines in eine Ebene zusammenfallenden Ebeneu- 
paares in dem UnendUchen. Dieses beweiset, dass der Kegel die 
Oberfläche in dem UnendUchen ringsum berührt. 

Einen solchen Kegel, dessen Spitze in dem Mittelpunkt der 
Oberfläche zweiter Ordnung hegt imd der die Oberfläche berührt, 
nennt man Asymptoten -Kegel der Oberfläche zweiter Ord- 
nung. Man erhält also die Gleichung des Asymptoten- 
Kegels aus der Gleichung der Oberfläche zweiter 
Ordnung, wenn man in der homogenen Gleichung der 
Oberfläche dem Coefficienten des mit dem Quadrat 
der letzten Variabein multiplicirten Gliedes einen 
solchen Werth beilegt, dass die Oberfläche ein Ke- 
gel wird. 

Aus der auf den Mittelpunkt transformiilen Gleichung (9) der 
dreizehnten Vorlesung der Oberfläche zweiter Ordnung fallen in 
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der.Entwickelung nicht allein die mit der. ersten Potenz von P 
multiplicirten Glieder fort, sondern, wenn die Oberflache ein Ke- 
gel ist , auch das mit P^ nuiltiplicirte Glied : 

weil der Mittelpunkt zugleich ein Punkt der Oberfläche ist. Es 
wird daher durch Verlegung des Coordinatenanfarigspunktes in 
die Spitze des Kegels (i) die Gleiehtmg desselben: 

(7) . . ./I^, F,Z) .= a,,Ä'+a;, Y'+a.^Z'+^a,, YZ+^a^,ZX^-^a,,XY=o, 

eine Gleichung, welche aus der allgemeinen Gleichung (i) Am 
Kegels zweiter Ordnung hervorgeht, indem man p^^^^o, und, fär 
X, y, z respective setzt X, Y,Z, 

Da man eine von den 6 in die Gleichung (7) eingehenden 
CoBstanten durch Division gleich der Einheit machen kann, w 
gehen in die Gleichung nur 5 willkürUche Constanten in linearer 
Weise ein, von welchen allein die Natur des Kegels abhangt. 
Diese 5 Constanten werden unzweideutig durch 5 Punkte des Ke- 
gels bestimmt sein. Mail hat daher den Satz, auf welchen wir 
in der vierten Vorlesung hingewiesen haben: 

Durch 5 von ein und demselben Punkte ausgehende 
gerade Linien lässt sich nur ein Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen; 

oder mit anderen Worten: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Kanten unzweideutig bestimmt. 

Dass jede durch die Spitzte des Kegels zweiter Ordnung ge- 
legte Ebene den Kegel nur in zwei geraden Linien schneidet, eifie 
Voraussetzung, die wir ebenfalls an der bezeichneten Stelle ge- 
macht haben, geht daraus hervor, dass eine gerade Linie den 
, Kegel zweiter Ordnung, als speciellen Fall der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung nur in zwei Punkten schneidet. 

Die Gleichung der Polarebene euies beliebigen IHuiktes X, Y, 
Z, P rücksichtlich des Kegels (7) ist , wenn man mit Z^,. F^, Z^, P^ 
die variabeln Coordinaten bezeichnet: 

(8) ...... . X,r(X) + YJ\Y) + Z,f.\Z) = 0, ^ 
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die Gleichung einer Ebene, welche durch den Coordinatenan- 
fangspunkt geht. Es geht mithin die Polarebene eines beliebigen 
Punktes im Räume immer durch die Spitze des Kegels. Eine 
Ausnahme davon macht die Spitze des Kegels selbst. Denn die 
Gleichung (8) ihrer Polar ebene wird illusorisch. 

Da in die Gleichung (8) die Variable P gar nicht eingeht, 
so werden die verschiedenen Punkte auf einer durch die Spitze 
des Kegels gehenden geraden Linie alle dieselbe Polarebene ha- 
ben. Eine Ebene, die nicht durch die Spitze des Kegels geht, 
hat keinen Pol, weil die Polarebeneii aller Punkte des Raumes 
durch die Spitze des Kegels gehen. Man wird daher zu Polar^ 
ebenen des Kegels nur solche Ebenen wählen können,' weiche 
durch die Spitze gehen. Bezeichnen wii* aber mit ü, V, W, R 
die Ceordinaten der Polarebene, so ergeben sich hiernach aus 
(8) folgende Relationen zwischen den Coordinalen des Poles und 
der Polarebene des Kegels: 

(9) y\X) =^ ü, inr)= F, ifXZ) =W, o = R, 

Wenn nun F{ü, V, W) die reciproke Function der Function 
f[X, Y, 2) ist, so hat man erstens auf Grund der Substitutionen (9): 

(10) F[U,V, }V)=f[X, F, Z), 

und zweitens die Auflösungen der linearen Gleichungen (9): 

(II) . . . 4^'(^) = Z, ^F'iV)=Y, \F\W)'^Z, R = o. 

Lässt man den 'Pol in die Kegelfläche fallen , so erhält man 
aus (10) und (li) die Bedingungen für die Tangentenebenen des 
Kegels: 

F[U, K W) = o, 

R = o, 

oder allgemeiner, wenn man mit B irgend einen linearen homo- 
genen Ausdruck der Ebenencoordinaten bezeichnet; 

^ ^ F{U. V,W) + BR = o, 

R = 0, 

Die erste von diesen Gleichungen mit den 10 darin vorkom- 
menden Coefßcienten stellt eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 
Ebenencoordinaten dar, und die letzte ist die Gleichung der Spitze 
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des Kegels. Setzt man daher iu die beiden Gleichungen (i3) die 
Werthe von U, V, W, R aus (8) der dreizehnten Vorlesiuig, um 
die Obei^fläche und die Spitze des Kegels auf das ursprüngliche 
Coordinatensysteni zu beziehen, so nehmen jene Gleichungen (l3) 
die Form an: 

F(u, Vy TV, r] = 0, 
(14) -....'. . 

indem die zweite Hneare Gleichung die Spitze des Kegels dar- 
stellt. 

Man sieht hieraus, däss der Kegel zweiter Ordnung hi Ebe- 
nencoordiuaten durch zwei Gleichungen ausgedrückt wird und 
zwai- als Tangentenkegel irgend einer Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einer beliebigen Spitze. Hiernach ist man zu dem Schlüsse 
berechtiget: 

Der Tangentenkegel einer Oberfläche zweiter 
Ordnung ist selbst eine Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da in die Gleichungen des Kegels (12) in Ebenencoordinaten 
mit gegebener Spitze im Coordinatenanfangspunkt nur die Ver- 
haltnisse von 6 Constanten in linearer Weise eingehen, so hat 
man den Satz: 

- Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Tangenten^ebenen unzweideutig bestimmt, und jede 
5 Ebenen, welche durch ein und denselben Punkt ge- 
fajen, lassen sich als 5 Tangentenebenen eines^ un- 
zweideutig bestimmten Kegels zweiter Ordnung be- 
trachten. 

Bezeichnen wir mit X, Y,Z die Coordinaten irgend eines 
Punktes der in der Spitze des Kegels (12) auf der Tangealenebenc 
(U, r, W, JR) errichteten Normale, so hat m^n: 

ü=kx, v=ir, fv = iz.- 

Setzt man diese Werthe in (12), so erhält man: 

(15) F{X, ZZ^o, 

die Gleichung eines neuen Kegels zweiter Ordnung, welcher be- 
schrieben wird von den in der Spitze des Kegels (12) auf den 
Tangentenebenen desselben errichteten Normalen. 
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d«) 



Ebenso lässt sich aus (7) nachweisen, dass: 
R = 



die Gleichungen des Kegels sind in Ebenencoordmaten, welcher 
von den durch die Spitze des Kegels (7) gelegten Ebenen, die 
auf den Kanten dieses Kegels senkrecht stehen, berührt wird. 

Diese Bemerkungen drücken wir als reciproke Sätze aus, von 
welchen in Uebertragung auf die Kugeloberfläche in der vierten 
Vorlesung bereits Erwähnung gethan worden ist: 



Wenn eine Ebene sich 
als Tangentenebene um 
ein^D Kegel zweiter Ord- 
nung herumbewegt, so 
beschreibt die in der 
Spitze des Kegels auf der 
Ebene errichtete Normale 
wieder einen Kegel zwei- 
ter Ordnung. 



Wenn eine gerade Linie 
durch Drehung um einen 
Punkt in ihr einen Ke- 
gel zweiter Ordnung be- 
schreibt, «0 berührt die 
Ebene, welche in dem 
Drebungspunkte auf der 
geraden Linie senkrecht 
steht, wieder einen Kegel 
zweiter Ordnung. 

Um den Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung auch durch Punktcoordinaten auszudrücken, stellen wir 
folgende Betrachtungen an: 

Man weisis, wenn f=o und (jp^^o die Gleichungen zweier 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung sind , dass (fie Glei- 
chung : 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche durch die Schnitt- 
curve der gegebenen Oberflächen hindurchgeht. Ist q> das Pro- 
duct zweier linearer Ausdrücke Üq, ?7„ so ist die zweite gegebene 
Oberfläche ein Ebenenpaar Üq = o, Ui= o. 

Diese Ebenen stellen mr dar als die Polarebenen zweier 
Punkte: (^Cq» ^o» ^o» Po) > i'^u ^u ^t* Pt) rücksichtlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 



(17) . • 



U, = xfix,) + fff'd,,) + zf'(z,) + pf'ip,). 
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Hiernach ist: 
(I«) \ , . . f+Xü^U, = o 

mit dem willkürlichen Factor l der analytische Ausdruck für alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die Schnittcurven 
der Ebenen ü^z=:o, Ui = o und der Oberfläche zweiter Ordnung 
f=o hindurchgehen. 

Damit die Oberfläche (l8) aber vollständig bestimmt werde, 
muss noch ein Punkt in ihr gegeben sein, der im Räume will- 
kürlich gewählt werden kann. Wählt man den Pol der Ebene 
[7j=o, so ergiebt sich der diesem Punkte entsprechende Werth 
von X aus (l8), wenn man für die Variabein in jener Gleichung 
die Coordinaten des Punktes setzt. Setzt man aber den so be- 
stimmten Werth von k wieder in die Gleichung (18), so erhält 
man die Gleichung: 

(19) . . . 2 fix, y, z, p) {xj\x,) + yj'iy,) + zj\z,) + p^fiPi) } 
- { ^ fix,) + y f\y,) •+ z f\z,) + p npo) } 

X {^rW + yr'(yt) +^rw +PnPi)} ^ o 

der Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch den Schnitt des 
Ebeaenpaares U^ = o, C/^, = o mit der gegebenen Oberfläche zwei- 
t^t* Ordnung f=o und zugleich durch den Pol der ersten Ebene 
hindurchgeht. Die Bemerkung, dass die Gleichung (l9) ungeän- 
dert bleibt, wenn man die Indices und I mit einander ver- 
tauscht, geometrisch gedeutet, giebt den Satz. 

Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen mit 
einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung, eine 
andere Oberfläche zweiter Ordnung hindurchlegt, 
welche durch den Pol einer jener Ebenen geht, so geht 
diese Ober fläche auch durch den Pol der anderen Ebene. 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen und damit auch 
ihre Pole in ein und denselben Punkt, so erhält man eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung: 

W 4/(a;, y,z,p) . f(xQ, y^, z^, po) 

- {^f>o) + yfiyo) + ^n^o) + priP.y = 0, 
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welche die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung /'=o in der 
durch die Ebene Un==o hervorgebrachten Schnittcurve berührt. 
Dass diese Oberfläche zweiter Ordnung aber ein Kegel ist, ersieht 
man daraus, dass die vier partiellen Differentialquotienten des lin- 
ken Theiles der Gleichung (20) nach den Variabein genommen 
verschwinden, wenn man in ihnen für die Variabein die Coordi- 
naten ocQ,yQ,ZQ, p^ des Poles jener Ebene setzt. Dieser Pol ist 
folglich die Spitze des Kegels zweiter Ordnung. 

Die Gleichung (20) stellt also den Tangentenkegel dar, wel- 
cher von einem beliebigen Punkte {Xq, y«, ^o> Pe) ^^ Spitze an die 
Oberfläche zweiter Ordnung f = o gelegt ist. Seine Basis ist die 
Schnittcurve der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung f=o 
und einer beliebigen Ebene Uq = o. Bezeichnet man daher mit 
dem Namen Kegelschnitt die Schnittcurve einer Ebene und 
eines Kegels zweiter Ordnung, so hat man den Satz: 

Alle Ebenen schneiden eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung in Kegelschnitten. 

Da sich aber nach der Definition des Kegelschnittes durch 
ihn immer ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen lässt, und 
nach einem vorangegangenen Satze der Kegel zweiter Ordnung 
durch 5 Kanten desselben bestimmt ist, so folgt daraus: 

Der Kegelschnitt ist durch 5 Punkte auf ihm 
unzweideutig bestimmt. 

Fällt die Spitze des Tangentenkegels in die gegebene Ober- 
fläche , so verschwindet das erste Glied der Gleichung (20) und 
der übrige Theil der Gleichung stellt die Tangentenebene der ge- 
gebenen Oberfläche f=o dar. 

Um einen anderen speciellen Fall des Tangentenkegels her- 
vorzuheben, stellen wir die Gleichung (20) desselben also dar: 

2/'(^, y, z,p) {xof'ix^) + yJ\yo) + ^ofX^o) + Pof'iPo)} 

"- {^n^o) +yf\y.) -1- ^/"w + pnPo)y=o. 

Fällt die Spitze dieses Tangentenkegels in den Mittelpunkt 
der Oberfläche zweiter Ordnung f = o, so hat man f\x^ = o, 
f'{y^)z=o,f\zQ)^=o, wodurch die Gleichung sich also vereinfacht: 

(21) f{x,y.z.p) - f^,p^=o. 
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Dieses ist aber die Gleichung des Asyniptotenkegels. Denn 
es ist der Coefficient des Quadrates der letzten Variabein in der 
homogenen Gleichung /* = o der gegebenen Oberfläche so be- 
stimmt, dass die Oberfläche ein Kegel wird. 



FünfEehnte Varlesung« 

Criterium der Grenzfläche zweiter Ordnung. 
Die Schnitteurve einer Ebene und einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung als Grenzfläche zweiter 
Ordnung aufgefasst. 



Wenn es unter den, durch ihre Gleichungen in Punktcoor- 
dinaten gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung solche giebt, die 
Kegel, welche sich analytisch nicht durch eine Gleichung in 
Ebenencoordinaten darstellen lassen, so muss die Reciprocität un- 
serer Betrachtungsweise nothwendig auf analytische Ausdrücke der 
Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten führen, welche 
sich in Punktcoordinaten eben so wenig durch eine Gleichung 
darstellen lassen. Diese Gattung von Oberflächen zweiter Ordnung 
wird den Gegenstand der gegenwärtigen Vorlesung bilden. 

Wir werden Grenzfläche der zweiten Ordnung dieje- 
Hige Oberfläche zweiter Ordnung nennen , in Rücksicht auf welche 
die Pole aller Ebenen im Räume auf ein und derselben Ebene 
liegen. 

Es sei: 

0) F — CooU* + 2eoiUV + e,iv' + = o 



die Gleichung einer Grenzfläche in Ebenencoordinaten. Bezeich- 
net man mit «„, v^, w^, r^ die variabeln Coordinaten irgend einer 
Ebene im Räume, und mit u, v, w, r die Coordinaten einer gege- 
benen Ebene , so ist die Gleichung des Poles der letzteren Ebene : 

(2) UoF\u) + v,F\v) + w,F\fv) + r,r{r) = o. 
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Soll dieser Pol aber für alle Ebenen w^ v^, w^, r^ in ein und 
derselben Ebene liegen, so müssen bestimmte Werthe von u,v, 
w, r dieser Gleichung genügen unabhängig von den Wertben der 
Coordinaten Mq, v^, Wq, r^, das heisst, es müssen diese Werthe den 
vier Gleichungen genügen: 

(3) . . . F\u) = o, F\v) = 0, F\fv) = 0, F\r) = o. " 

' Diese vier Gleichungen mit den vier Unbekannten u, v, w, r 

sind also die Bedingungen für die Grenzfläche zweiter Ordnung (l). 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Unbekannten u, v, 

Wy r, so erhält man die Bedingungsgleichung zwischen den Coefii- 

i'ienten in der Gleichung (i) der Grenzfläche zweiter Ordnung; 



(4) 



E = 



^0 0» ^01» ^02» ^OS 
^10» ^11» ^1 l> ^13 



2 0» ^tl» ^2 2» 



^2 3 



I *^3 0* *^3 1» 






Dass die Grenzfläche in Punktcoordinaten /'=o sich nicht 
durch diese eine Gleichung darstellen lässt, ist daraus ersichüich, 
dass analog (l8) der zehnten Vorlesung: 



f = 



E 



^00» ^0 1 » ^0 2 > ^0 8» «^ 

^10» ^1 !> ^1 t» ^13» y 

^20» ^2 I > ^22 > ^2 3» ^ 

^3 0» ^Sl> ^3 2» ^33» P 



HC, y, 



z. 



und dass die Function /*, welche gleich o gesetzt die Gleichung der 
Grenzfläche in Punktcoordinaten sein würde, den Factor ^ == cx> mit 
sich führt. 

Was die Ebene anbelangt, in welcher die Pole aller Ebenen 
des Raumes liegen, so werden die Coordinaten derselben durch 
die Gleichungen (3) unzweideutig bestimmt. Wir werden diese 
Ebene, die Ebene der Grenzflache zweiter Ordnung 
nenaen. 

Da die Pole aller Ebenen des Raumes in ihr liegen, so lie- 
gen auch die Berührungspunkte der Tangentenebenen der Grenz- 
fläche in ihr. Mit anderen Worten, alle Punkte der Grenzfläche 
liegen in der Ebene der Grenzfläche. 
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Um eine neue Eigenschaft der Grenzfläche zu entdecken, 
dient folgende Betrachtung. Es seien u, v, w, r die Coordinaten 
der Ebene der Grenzfläche, und u^v^ro^^r^ die Coordinaten 
irgend einer Tangentenebene der Grenzfläche. Alsdann sind 
« + Awo, V + \v^y w + Awo, r + Ir^ die Coordinaten irgend einer 
Ebene, welche durch die gerade Linie geht, in der sich die erst- 
genannten Ebenen schneiden. Diese Coordinaten genügen der 
Gleichung (l): 

(6) . . . i''(M + Awo, V + Avo» w + ^«'o» ^ + A^o) = ö- 

Denn entwickelt man dieselbe nach Potenzen von A, so verschwin- 
det das erste und letzte Glied, weil die genannten Ebenen Tan- 
gentenebenen der Grenzfläche sind. Es verschwindet aber auch 
das mit der ersten Potenz von A multiplicirte Ghed: 

(7) . . . u^F\u) + v^F\v) + rv^F\w) + r^F\r) = o 

auf Grund der Gleichungen (3). 

Hiernach ist jede Ebene Tangentenebene der Grenzfläche, 
welche durch die gerade Linie geht, in der sich die Ebene 
der Grenzfläche und irgend eine Tangentenebene derselben schnei- 
den. Umgekehrt wird man aucli nach Analogie der correspondi- 
renden Stelle in der vorhergehenden Vorlesung leicht beweisen 
können, dass, wenn jede Ebene, die, durch die Schnittlinie einer 
festen Ebene und einer beliebigen Tangentenebene einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung gelegt, wieder eine Tangentenebene der- 
selben Oberfläche ist, die Oberfläche eine Grenzfläche sein niuss. 

Setzt man in der Gleichung (l) der Grenzfläche r = o, so 
erhält man: 

(8) F{u, V, w, o) = 0, 

die Gleichung des Tangentenkegels der Grenzfläche, dessen Spitze 
in dem Coordinatenanfangspunkt liegt. 

Da dieser Regel zweiter Ordnung die Grenzfläche ringsum ein- 
hüllt, die Grenzfläche selbst aber ihrer gan'iKen Ausdehnung nach in 
die Ebene der Grenzfläche fällt, so sieht man, dass die Grenzfläche 
von dem Regelschnitt begrenzt wird , in welchem sich der bezeich- 
nete Tangentenkegel und die Ebene der Grenzfläche schneiden. 

Diesen, die Grenzfläche begrenzenden, Regelschnitt kann man 
für die Grenzfläche selbst nehmen, wenn es sich um die Tangen- 
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tenebenen der Grenzfläche handelt. Denn die Tangentenebenen 
des Kegelschnittes, das sind die Ebenen, welche durch die Tan- 
genten des Kegelschnittes gehen, sind Tangentenebenen der Grenz* 
flSche, und umgekehrt geht jede Tangentenebene der Grenzfläche 
durch eine Tangente des Kegelschnittes. 

Fassen wir diese Bemerkungen kurz zusammen, so können 
wir sagen: 

Die Grenzfläche zweiter Ordnung fällt ihrer gan- 
zen Ausdehnung nach in eine Ebene, und wird in die- 
ser Ebene von einem Kegelschnitt begrenzt. 

Drückt man den Tangentenkegel (8) durch Punktcoordina- 
ten aus, was nach der vorhergehenden Vorlesung ausführbar ist, 
weil die Spitze des Kegels im Coordinatenanfangspunkt liegt, so 
stellt sich die Grenzfläche dar als die Curve, in welcher dieser 
Kegel von der Ebene der Grenzfläche ux + vy + wz + rp ^= o 
geschnitten wird. Die Grenzfläche zweiter Ordnung wird hiernach 
in Punktcoordinaten durch zwei homogene Gleichungen darge- 
stellt, von denen die eine vom zweiten, die andere vom ersten 
Grade ist. 

Liegt der Coordinatenanfangspunkt zufälliger Weise in der 
Ebene der Grenzfläche (l), so kann man diese Betrachtungen 
nicht alle anstellen. In diesem Falle transformire man die Glei- 
chung (I) der Grenzfläche mit Hilfe von (8) der dreizehnten Vor- 
lesung auf ein paralleles Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt 
nicht in der Ebene der Grenzfläche liegt, und gehe statt von (l) 
von der transformirten Gleichung der Grenzfläche aus. 

Ein specieller Fall der Grenzfläche zweiter Ordnung ist der, 
wenn die Gleichung (i) in zwei lineare Factoren zerfallt, also die 
Oberfläche zweiter Ordnung ein Punktenpaar darsteUt. Denn in 
dieser Voraussetzung genügen die Coordinäten der Ebenen, weiche 
durch die beiden Punkte gehen, den Gleichungen (3). Der die 
Grenzfläche begrenzende Kegelschnitt ist dann das von den bei- 
den Punkten begrenzte Stück der durch sie gehenden geraden 
Linie, und die Ebene der Grenzfläche ist jede durch die beiden 
Punkte gelegte Ebene. 

Es lässt sich aber auch jede Schnittfläche einer Ebene und 
einer beliebig gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung als Grenz- 
fläche ausdrücken, wie die folgende Betrachtung lehren wird. 
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Wenn F=:o und 0f=o die Gleichungen von irgend z\^ei 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten 
sind, $io weiss man, dass die Gleichung: 

F+ kO= 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche von sämmtli- 
chen' den beiden gegebenen Oberflächen gemeinsamen. Tangen- 
tenebenen berührt wird. Zerfällt (2> in das Product zweier li- 
nearer Ausdrucke V^, r„ so stellt die zweite gegebene Oberfläche 
ein Punktenpaar dar Vq = o, F, == o. 

Diese Punkte fassen wir auf als die Pole zweier gegebenen 
Ebenen (wq, Vq, Wq, rj), (m„ »„ w„ r,) rücksichtlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 

V, = uF\u^ + vF'[v,) + wF\w,) + rF\r,), 
' ' ' V, = uF\u,) + vF\v,) + wF\fV,) + rF\r,), 
Alsdann hat man die allgemeinste Gleichung: 
(10) F +iy\V,^ 

der Oberflächen zweiter Ordnung, welche sämmtliche Tangen- 
tenebenen der gegebenen Oberfläche berühren, die durch den 
einen oder den anderen oder durch beide gegebene Punkte ge- 
hen. Es ist dieses also eine Oberfläche zweiter Ordnung, die 
Jeden der beiden von den gegebenen Punkten an die Oberfläche 
F=o gelegten Tangentenkegel ringsum berührt. 

Diese Oberfläche (lO) wird vollständig bestimmt sein, wenn 
der Factor k einen bestimmten Werth erhält. Bestimmt man 
daher diesen Factor l so, dass die Oberfläche die Polarebene 
des Punktes Vq = o berührt, indem man in der Gleichung (10) 
für die Vafiabeln setzt u^ ^o, Wq, r«, und setzt den Werth von X 
in (lO) ein, so erhält man die Gieichung: 

(11) . . . 2F{u, V, w, r) {u,F\u,)+v,F\v,) +wy{w,) + r,F\r,)} 
- {uF\u,) + vF\v,) + fvF\w,) + rF\r^) 
X {uF{u,) + vF\v,) + rvF'{fv^) + rF\r,)} = o 

der ganz bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung, welche die 
beiden Tangentenkegel der Oberfläche F z= o ringsum berührt, 
und welche zugleich von der Polarebene des Punktes Vq =^ o 
berührt wird. 
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Dei Umstand, dass die Gleichung (ll) ungeändert bleibt, 
wenn man die Indices o und l mit einander vertauscht, geo- 
metrisch gedeutet , giebt den zu dem drittletzten Satze der vor- 
hergehenden Vorlesung reciproken Satz: 

Jede Oberfläche zweiter Ordnung , welche zwei 
Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung ringsum berührt, wird von den Polarebenen 
der Spitzen beider Kegel beröhrt, wenn »eine von 
diesen Polarebenen die Oberfläche berührt. 

Fallen die beiden Punkte Vo = o und F, = o in einen zu- 
sammen, so erhält man aus (11) die Gleichung: 

(12) 4/'(w, V, w, r) .F{uo, Vo^Wq, r«) 

-{uF\uo) + vF\v,) + mF\m,) + r^>,) }' = o 

einer Oberfläche zweiter Ordnung, von welcher man weiss, dass 
sie die Polarebene des Punktes Vq =- o berührt, dass sie ferner 
den aus diesem Punkte an die Oberfläche F^= o gelegten Tan- 
gentenkegel ringsum berührt ; aber dieses reicht nicht aus , die 
Oberfläche (l2j vollständig zu definiren. Sie wird erst dadurch 
bestimmt, dass man nachweiset, dass sie überdies eine Grenz- 
fläche zweiter Ordnung ist, und «dass die Ebene derselben die 
Polarebene des Punktes Vq = o ist. Dieser Nachweis wird 
darin gefunden , dass man sieht , wie die partieUen Differential- 
quotienten des linken Theiles der Gleichung (12) nach den Va- 
riabein genommen für die Werthe Uo,Vq,tvq, r^ dieser Variabein 
verschwinden. Denn dieses ist nach (3) das Kriterium der Grenz- 
fläche. 

Hiernach ist die Polarebene des Punktes V^,=z o rücksicht- 
lich der gegebenen Oberfläche F = o die Ebene der Grenz- 
fläche (12) , welche begrenzt wird durch den Tangentenkegel, 
der von dem Punkte Vq = o als Spitze an die Oberfläche 
F = gelegt ist, oder welche begrenzt ist durch den Kegel- 
schnitt, in dem die Polarebene des Punktes V^ = o die 
Oberfläche F = o schneidet. 

Nimmt man diesen die Grenzfläche (12) begrenzenden Kegel- 
schnitt für die Grenzfläche selbst, indem man nur die Tangenten- 
ebenen des Kegelschnittes ins Auge fasst, so kann man auch sagen, 
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4dm die Gleichung (|2) den Kegelschnitt darstelle, in welchem 
die Poiarebene des Punktes V^ ^==z o die Oberfläche F •= o 
schneidet. 
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K^el zweiter Ordnung, welche durch die 
Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter Ord- 
nung hindurchgehen. 



Durch die Schnittcurve zweier durch ihre Gleichungen in 
homogenen Punktcoordinaten : 

gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung lassen sich unendlich 
viele Oberflächen zweiter Ordnung hindurchlegen, welche alle 
durch die eine Gleichung mit dem willkürlichen Factor X ausge- 
drückt werden: 

(2) f + l(p^o. 

Da die Coefflcienten in dieser Gleichung nach Vorlesung 14 
nur eine Bedingungsgleichung zu erfüllen haben, wenn die Ober- 
fläche (2) ein Regel sein soll, so wird der willkürliche Factor X 
sich immer so bestimmen lassen, dass der Bedingungsgleichung 
genügt wird. Es wird also immer ein Kegel zweiter Ordnung 
durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zwt»iter Ordnung ge- 
le^ werden können. Dieses trifl't auch zu, wenn die zweite ge- 
gebene Oberfläche g> = o ein Ebenenpaar ist, in welchem Falle 
dh; Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen in zwei ebene 
Gurven der Oberfläche /*= o zerfällt. Man wird darin einen neuen 
Beweis des Satzes erblicken, dass eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung durch jede Ebene in einem Kegelschnitt gefM?hnftlen wird. 

Um die Anzahl der Kegel zweiter Ordnung zu ermitteln, 
welche darch die Schnittcurve der beiden Oberfläclien (1) hin- 
durchgehen, mm» man die erwähnte Bedingimgsgleichung selbst 
aufstellen. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, a^^y, z. p seien die 

He«8c, Analyl. Geomelr. ^(J 
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Coordinaten der Spitze des Kegel» (2). Alsdann hat man na^ 
(2) der vierzehnten Vorlesung: 

f\x) + l tp\x) = o, 

\iorau8 man durch Elimination der Coordinaten die gesuchte Be- 
dingungsgleichung erhalt: 

'«00 + ^^00» «rtl + ^^01» • • • • «03 + ^*03 I 
««0+^^20» «21 +^^21, . • • . ««3 + ^*23 



'*S0 



+ ^^30, 031+^^31, • • . • «33+^^33 



Es ist dieses eine in k hiquadratische Gleichung, und jeder 
Wurzel derselben entspricht ein Kegel; Daher hat man den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter Ordnung 
hindurchlegen. 

Bezeichnet man mit Iq, 1„ ^, A, die vier^^urzeln der Glei- 
chung (4), mit 0,1,2,3 die Spitzen der vier Kegel, und durch 
Beifügung der Indices 0,1,2,3 an die Variahein respective die 
Coordinaten der vier Kegelspitzen , so erhält man aus (3) die vier 
Systeme Gleichungen: 

..^ A^o) + K(p{yo) — ^y f'ivi) + ^i¥{y\) = 0, . . . , 

ja) .... , , , 

f'iPo) + hfp\Po)=o, /"(/?,) + kitp'iPi) = 0, , , . , 

aus welchen sich, wenn man die Wurzeln X der biquadratischea 
Gleichung ^^ = als bekannt voraussetzt, die Coordinaten der 
vier^egelspitzen durch Auflösung von linearen Gleichungen er- 
geben. 

Um aus diesen Gleichungen andere zur geometrischen Inter^ 
pretation geeignete Gleichungen abzuleiten, multipliciren wir das 
erste System Gleichungen respective mit ar„ Pi, z„ />, und compo- 
niren durch Addition derselben eine neue Gleichung. Ebenso 
multipliciren wir das zw<;ite System Gleichungen respec^^e mit 
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^«•Voi ^BfPo und addiren. Die auf diese Weise erhaltene Gietchiing 
ziehen wir von der ersteren ab und erhalten: 

(^0 — ^i) {^i9M +yi<?p'(yo) + 2i<jp>o) + Pi^iPo)} = 0. 

Da nun der erste Factor nicht verschwinden kann, weil X^ 
und A, verschiedene Wurzeln der biquadratischen Gleichung z/ == o 
sind, so verschwindet der zweite Factor, und man hat: 

^i<pM + y\9\yo) + 2i9>>o) + Pi<p\po) = o. 

Mit Berücksichtigung dieser Gleichung geht die vorher aus 
dem erstem System (5) componirte Gleichung über in: 

Da man aber in gleicher Weise mit je zwei Systemen Glei- 
chungen (5) verfahren kann, so erhält man allgemein, wenn man 
mit m und n irgend zwei verschiedene Zahlen o, I, 2, 3 bezeichnet: 

^n.f\^n] + yMyn) + ^mfiZn) + Pn.f\Pn) = 0, 

woraus endlich folgt: 

Diese Gleichung beweiset den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen. Die Spitzen je zweier von ih- 
nen sind harmonische Pole jeder Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch die Schnittcurve der beiden 
Oberflächen hindurchgeht. 

Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, dass die vier Wur- 
zeln der biquadratischen Gleichung (4) J = e verschieden seien. 
Sind zwei derselben gleich, so bedarf es einer besonderen Un- 
tersuchung dieses Falles, in welchem sich die beiden Oberflächen 
f=:zo und (p = o in einem Punkte berühren. Ein zweiter Fall, 
der zu beachten ist, ist der, wenn die biquadratisclie Gleichung 
zwei Paare gleicher Wurzeln hat, ein dritter Fall, wenn jene 
Gieichnng^rei gleiche Wurzeln hat. Wir gehen jedoch auf die 
Untersuchung dieser speriellen Fälle nirht weiter ein. 

10* 
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Vier Punkte im Räume, von denen Jeder der harmonische 
Pol ist des andern in Rücksicht auf eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung nennt man ein System harmoHischer Pole 
der Oberfläehe. Solcher Systeme harmonischer Pole einer gege- 
benen Oherfl^äche zweiter Ordnung tassen sich eine unendliche 
Zahl bestimmen. Denn constnrirt man zu einem geg^enen Pol 
einer Oberfläche zweiter Ordnung die Polarebene und nimmt 
auf dieser einen zweiten Punkt 1, auf der Schnittlinie der Polar- 
ebene von und von l einen dritten Punkt 2 und bestimmt endlich 
auf der genannten Schnittlinie zum Punkte 2 den ihm zugeordneten 
Pol 3, so bilden die genannten vier Punkte ein System harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberfläche. Ein System harmonischer 
Pole einer Oberfläche zweiter Ordnung hat die charakteristische 
Eigenschaft, dass jede Ebene, welche durch drei von ihnen hin- 
durchgeht, die Polarebene des vierten ist. 

Was -die vier Ebenen anbelangt, welche durch je drei aus 
einem System harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche 
zweiler Ordnung gelegt werden können, so haben sie die Eigen- 
schaft , dass jede derselben harmonische Polarebene der andern ist. 

Vier Ebenen, von welchen je zwei harmonische Polarebenen 
einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sind, bilden ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen der gegebenen Oberfläche. 

Auf Grund dieser Definitionen und der bekannten Eigen- 
schaften von Pol und Polarebenc hat man die Sätze: 

Die vier Ebenen, welche durch je drei aus einem 
System harmonischer Pole gelegt werden können, 
bilden ein System harmonischer Polarebenen, 

Die vier Punkte, in welchen ^ich je drei Ebenen 
aus einem System harmonischer Polarebenen schnei- 
den, bilden ein System harmonischer Pole, 
auf welche Sätze gestützt wir den vorhergehenden auch so aus- 
drücken können: 

Die Spitzen der vier Kegel zweiter Ordnung, 
welche sich durch die Schnittcurve zweier Oberflä- 
chen zweiter Ordnung hindurchlegen lassen, bilden 
ein System harmonischer Pole für jede Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche durch die Siihnittcurve ge- 
legt werden kann, und zugleich d^e Ecken eines Te- 
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traeders, dessen Seiteiiflächeu ein System harmoni- 
scher Polarebenen eben derselben Oberfläche sind. 

Wir haben in dem Vorhergehenden, von den 16 Gleichun- 
gen (5) ausgehend, durch eine geschickte Art der EUmination der 
vier Grössen Ap, ... A3 die 12 Gleichungen (6). die wir geometrisch 
deuten konnten, abgeleitet. Man kann aber auch umgekehrt, von 
den 12 Gleichungen (6) ausgehend, durch Einführung von vier 
neuen Grössen Ap,J,j,A,,A3 die 16 Gleichungen (5) ableiten. Um 
zu dem ersten von diesen Systemen zu gelangen, setzen wir in 
(6) n = und für m nach einander die Zahlen 1, 2, 3, wo- 
durch wir erhalten: 

^t^'i^o) + y%¥[yo) + ^i^p'i^o) + Pi<p'{po) == 0, 

o^ifX^o) + yi/"W + hf\^o) + Pif'iPo) = ^'. 
^if'M + ytf'iyo) + ^if'M + Pif\Pü) = 0, 

Ä^a/^W + ysf^yo) + ^sfX^o) + Pj'iPo) = 0. 

' Betrachtet man in dem ersten Systeme von drei Gleichun- 
gen die Grössen ^\xo), (p\yo)y (p\zq), ^\po) als die Unbekannten, 
in dem zweiten Systeme die Grössen /'(^o)»/'(yo)»/'W»/*^(i»o) als 
die Unbekannten", so sieht man, dass die beiden, die Verhältnisse 
der Unbekannten bestimmenden, Systeme Gleichungen sich nur 
durch die Ausdrucksweise der Unbekannten von einander untei*- 
sch^en. Das erste System Gleichungen muss daher durch Auf- 
lösimg dasselbe Verhältniss der Unbekannten ergeben als das 
zweite. Das will sagen, dass sioli ein Factoi* Iq finden lassen ntuss 
der Gestalt, dass; 

f\^o) + K^p'M = 0, f'iyo) + K^\yo) =^ , . . . 

Da nun die Gleichungen f6) die Bedinguiigen ausdrücken für 
ein System harmonischer Pole der Oberfläche f=o imd zugleich 
der Oberfläche 90 = 0, so erkennt man in der Zurückführung der 
Gleichungen (6) aof (5) den Beweis des Satzes: 

Wenn vier Punkte im Räume ein Sjstem harmo- 
nischer Pole bilden für eine Oberfläche zweiler Ord- 
nung und für noch eine Oberfläche derselben Ord- 
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nung, so sind die vier Punkte die Spitzen der vier 
Kegel zweiter Ordnung, welche sich durch die 
Schnittcurve der beiden Oberflächen hindurchlegen 
lassen. 

Es giebt nur ein System harmonischer Pole für zwei ge- 
g.ebene Oberflächen zweiter Ordnung, weil durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen nur vier Kegel zweiter Ordnung 
gehen. Es giebt daher nur ein System harm'onischer Polarebe- 
nen für zwei gegebene Oberflächen zweiter Ordnung, gebildet aus 
den Seitenflächen des Poltetraeders, dessen Ecken das den bei- 
den Oberflächen gemeinschaftliche System harmonischer Pole 
bilden. 

Hiernach ist das Problem der Spitzen der vier Kegel zweiter 
Ordnung, welche durch die Schnittcurve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung hindurchgehen , aequivalent mit dem Problem des 
beiden Oberflächen gemeinsamen Systemes harmonischer Pole. 
Wir können daher in dem Folgenden das letztere für das ur- 
sprüngliche nehmen. 

Aus den zur Lösung eines Problems aufgestellten Gleichun- 
gen soll man immer den möglichst grössten Nutzen ziehen, wenn 
gleich die Folgerungen aus den Gleichungen nichts mehr zur Lö- 
sung des Problems beitragen. Denn in der Regel sind die durch 
solche Nebenbetrachtungen gewonnenen Resultate für sich, aus 
dem Zusammenhange mit dem Hauptproblem gebi*adit, viel schwe- 
rer nachzuweisen. 

Wir kehren deshalb zu dem System Gleichungen (3) zurück, 
welches, unter der Voraussetzung, dass l eine Wurzel der biqua- 
dratischen Gleichung J z= o, die Coordinaten der Spitze des durch 
die Schnittcurve der Oberflächen f=o und (p = o gelegten Ke- 
gels zweiter Ordnung bestimmt. 

Elimiuirt man aus je zwei Gleichungen dieses Systemes (3) 
die Grösse k, so erhält mau die Gleichungen von 6 Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

f{x)^'iy) — ny)9>'(^) = 0, f\x)(p\z) — f\z)(p{x) = 0, , 

welche sänimtlich durch die vier Spitzen der durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen /* = o und (p = o gelegten Kegel 
zweiter Ordnung hindurchgehen. Es ist daher: 
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(7) X = P.x[f\^)9(y) - nyW{x)] 

+Pot[/{^W{^) - rw9(^)] + />o8[/»9'(p) - npWi^)] 

+ Ptz[f'{zW{p)-f\p)^\z)-] + p,,\_f'{yW{p) - r{p)9iy)'] 
+ P^^[.f\y)^\z) - f\z)9{y)']--o 

die Gleichung einer Oberfläclie irweiter Ordnung, welche durch 
die vier Regelspitzen gelit. Es ist dieses aber auch zugleich die 
allgemeinste Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die vier Regelspitzen gehen, weil sie die Verhältnisse von 
6 willkürlichen Constanten p^i mit sich führt. Denn diese Con- 
stanten lassen sich noch so bestimmen, dass die Oberfläche (7) 
überdies durch 5 gegebene Punkte hindurchgeht, wodurch die 
Oberfläche erst vollständig bestimmt ist. 

Wenn man die Gleichung (7) (entwickelt, so nimmt sie die 
Gestalt an: 

(8) ...... ;i: = ^00^'' + 2^01 »^y + <'i 1^' + ^^ 0. 

Die Coefficienten e^^ in dieser Gleichung genügen vier li- 
nearen Bedingungsgleichungen , weil die Oberfläche % = o durch 
vier bestimmte Punkte, die vier Regelspitzen, hindurchgeht. Von 
diesen vier Bedingungsgleichungen w erden w ir vorläufig nur eine 
entwickeln. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Relationen (9) der 
zehnten Vorlesung . zwischen den Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Oberfläche zweiter Ordnung f=o und den Coordi- 
naten der Tangentenebene in diesem Punkte: 

Diese Relationen sind in grösserer Ausführlichkeit unter Be- 
rücksichtigung von (I): 

«00 «^^ + «01^ + "ü2>2^ + <'08/> = «. 
«lO.T + «ny + «12^ + «l3/> = ?'. 
«20^ + «21^ + «22^ + ^tiP = ^«N 

«30^* + «3iy Hr «322: + «33^ = r. 

Die Auflösung dieses Systemes Gleichungen giebt nach (12) 
der zehnten Vorlesung Gleichungen von der Form: 



152 Sechszelmte Vorlesung. 

welche durch Muitiplication befreit von dem geiiieiiisaiiien Nenner 
A sich also- gestalten: 

A^yU + Ai^v + A^iW + Aiir= Ay, 
A^^u + At^v + A^^fv + A^^r == Az, 

^03« + -^13» + ^23^ + ^33^ ^ ^P, 

indem A^^^ = ^^^, weil a^;^ = aj^^, und F=o oAevA,F=zo 
die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordi- 
naten ist. 

Zwischen den Coefiicienten des ersten Systenies linearer Giei* 
chungen und den Coefficienten ihrer Auflösungen hat man be* 
kanntlich die Relationen: 

Ö = «XO^^O + «Xl^Ai+ «X2^X2 + «X3^X3- 

Wir drücken diese Relationen zweckmässig in Worten also aus: 
„Wenn man in der Entmckelung der 16 Ausdrücke: 

},xf\x) , ^y nx) , 4 zf\x) , i pfix) , 

h^fiy)^ kyny), h^f\y), \pf\y). 
h^f\^)^ kyf\^)^ h^n^)> kpf\^)^ 
h^f\p). yfip). h^riP)^ hpf\p)> 

„für die Producte: 

XX, xy, yy, 

„respective setzt: 
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in der Oieickung (7) durch die gleiche Veränderung verschwin* 
det. Denn dieses mit dem Factor l- multiplicirte Glied' lässt sich 
ja so darstellen: 

KA^f\^) + h^\yf\x) + h,,\zr{x) + h,, \pfXx) 

- hok^fiy) - KAyf\y) - KA^f\y) - h^kpfXy)- 

Aber es verschVvindet durch diese Veränderung nicht blos 
das er«te Glied der Gleichung (7), sondern auch jedes der übri- 
gen 5 Glieder. Es verschMindet daher auch die ganze Function 
l durch die genannte Veränderung. Nimmt man nun statt der 
Function % ^us (7) ihre Entwickelung (8), so ergiebt sich daraus 
die eine voii den linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 
Coefficienten e^;^: 

(9) ^00^00+ 2^01^01+ ^11^11+ = 0, 

welcher alle Oberflächen zweiter Ordnung % = o zu genügen ha- 
ben, welche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
f^^o und 9> = o gemeinschaftliche System harmonischer Pole 
hindurchgehen. 

Bemerkt man aber, dass in die Gleichung (9), da die Grös- 
sen A%x Functionen sind allein von den CoefQcienten a%i, tue 
Coefficienten h%x gar nicht eingehen, so sieht mau, dass jede be« 
liebige der Oberflächen zweiter Ordnung 9> = o auf die Bedin- 
gungsgleichung (9) keinen Einfluss ausübt. Die vier Punkte, durch 
welche die Oberfläche % =^ o hindurchgeht, bilden daher nui' ein 
System harmonischer Pole der Oberfläche f-=^o. Diese Bemer- 
kung drücken wir als Satz aus wie folgt: 

Wenn: 

^00»'^* + 2^01 ^y + ^iiy* + . . . = 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist 
in homogenen Punktcoordinaten und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in homogenen Ebenencoordinaten, so ist: 

die Bedingungsgleichung, dass die erste Oberfläche 
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durch irgend ein System liarmonist'her Pole der zwei- 
ten Oberfläche hindurchgehe. 

Da wir in dem Folgendem von diesem Satze vielfältige An- 
wendungen zu machen haben werden, so fassen wir denselben 
als eine Regel auf, der wir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn: 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten ist, und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten, so erhält man die Bedin- 
gungsgleichung, dass die erste Oberfläche durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole der zweiten Ober- 
fläche hindurchgehe, entweder, wenn man in der 
Punktcoordin-atengleichung für die Producte der Va- 
ria-beln: 

XX , xy , yy , . . ^ 

respective die Coefficienten aus der El^enencoordi- 
natengleichung setzt: 

oder, wenn man in der Ebene ncoordinaten gl eichung 
für die Producte der Variabein: 

WW , UV , VV y . . . . 

res'pective die Coefficienten aus der Punktcoordina- 
ten gleich ung setzt: 



Der genannte Satz giebt die geometrische Bedeutung einer 
allgemeinen linearen Bedingungsgleichung zmschen den Coefli- 
cienten in der durch ihre Gleichung in Punktcoordinaten gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung % -~ o. Durch ihn wird die 
analoge Frage für die Oberflächen zweiter Ordnung beantwortet, 
welche wir im Anfange der fünften Vorlesung für die Ebenen 
aufgeworfen und beantwortet haben. Die Bedingungsgleichung, 
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dass eine Oberfläche zweiter Ordnung durch einen gegebenen 
Punkt gebe , ist zwar auch eine lineare Bedingungsgleichung zwi- 
schen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche, aber 
diese Bedingungsgleichung hat einen ganz speciellen Charakter. 
Denn sie enthält nicht 10 Constanten, sondern nur die 4 Coor- 
dinaten des gegebenen Punktes als Constanten. 

Sind zwei Oberflächen zweiter Ordnung durch ihre Punkt- 
coordinatengleichungen ;^ = und /* = o gegeben, und man ver- 
langt die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten in die- 
sen Gleichungen, welche erfüllt werden muss, wenn die erste 
Oberfläche % = o durch irgend ein System harmonischer Pole 
der anderen Oberfläche f=o hindurchgehen soll, so hat man 
die Oberfläche /'=o durch Ebenencoordinaten auszudrücken. 
Dieser Ausdruck ist nach (l6) der zehnten Vorlesung, in der Vor- 
aussetzung, dass f=o die erste Gleichung (l) ist, folgender: 



«0 



«Ol. «or. «03» " 



«JO» ^11' ^12' ^13. ^ 

«20» ^»1» ^1«' ^«3» W 

«30» ^31» «81. «?8. r 

u, V, w, r, 



- In dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrückten Gleichung 
der Oberfläche f=o hat man für: 



WM, UV, vv. 



respective zu setzen die Coefficienten aus der Gleichung x = o: 



um die gesuchte Bedingungsgleichung (9) zu erhalten. 

Wir haben diese an sich einfachen Operationen zur Bildung 
der Gleichung (9) deshalb so weitläuftig auseinander gesetzt, weil 
dieselben sich in dem Folgenden mehrmals wiederholen werden 
in etwas complicirteren Ausdrücken. 

Von den vier linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 
Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
X'^^Oy welche diese Coefticienten zu erfüllen haben, wenn die 
Oberfläche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
f=o und <p=:o gemeinsame System harmonischer Pole gehen 
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soU, haben wü- bislier nur eine, die Gieichimg (9), hervorge- 
hoben. Wij* werden jetzt alle vier Bedingungsgleichungen auf- 
stellen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Gleichung: 

(10) nf •■^- Xg).= 

mit ganz willkürlich gewählten Werthen von x und l eine Ober- 
flache zweiter Ordnung darstellt, für welche das den beiden Ober- 
flächen f=o und 9 = gemeinsame System harmonischer Pole 
ebenfaUs ein System harmonischer Pole ist. Die Oberfläche (8) 
;^ t=: 0, welche durch das den genannten beiden Oberflächen 
f=o und 9) = o gemeinsame System harmonischer Pole geht, 
gehl also auch durch ein System harmonischer Pole der Ober- 
fläche (10). Die Bedingung, dass das Letztere zutreffe, erhallen 
wir nach der vorhin angegebenen Begel auf folgende Art. Wir 
drücken die Oberfläche (lo) in Ebenencoordinaten aus wie folgt: 



(II)... 



XÖ20 + ^^0» ^«21 + ^*2n 

W , V , 



xa,3 + A6,3, V 

X«23+ ^^f3» ^ 
««33 + ^^33» ^ 



r. 



Wir entwickeln den linken Theil dieser Gleichung der Ober- 
fläche (lO) in Ebenencoordinaten nach Potenzen und Productea 
der Variabehi u, v, w, r, indem wir setzen: 



(12). 



»«00 +^^00' '^«01 + ^*01» 

»«30+ ^^30» »«3 1+ ^^31, 



»«03+ ^^3' W 

xa,3-|-Aft,3, V 

Xrtja + Xbis» ^ 

««33 + A633, r 

r, 



= C,,u' + 2(r,,uv + C\,v' + 

Setzen wir hierauf diese Entwickeiung gleich 0, indem wir 
nach der angegebenen Uegel die Potenzen und Producle der Va- 
riabein u^,uVyV^ . . . respective verändern in ^oo» ^01» ^n - - - > ^^ 
erhalten wir: 

(13) . , • . , 



^00^00+ 2^01^01 + ^11^11 + 



= 0, 
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die Bedingung, dass die Oberfläche (g) x == o durch ein System 
harmonischer Pole gehe der Oberfläche (lO). 

In dem weitem Verlauf unserer begonnenen Untersuchung 
werden wir vielfältig auf Gleichungen von der Form (13) gefuhrt 
werden.. Wut wählen daher, Meil e„^ = e^„ und C'^^ = C'^„ ist, 
die folgende kürzere Darstelhmgsv^ eise dieser Gleichung: 

(1*; £e^,C^,= 0. 

Die Gleichung (il) ist eine homogene in Rücksicht auf x 
und X, und vom dritten Grade. In der Entwickelung (12) wird 
daher auch jeder Coefficient C^„ homogen vom dritten Grade sein 
von der Form: 

(.5; . . . c'.,=yc + «c'-ic + x-i'crL+>i'c::. 

Denkt man sich diese Ausdrücke in die Gleichung (l4) ge- 
setzt, und beachtet, dass diese Gleichung für alle Werthe von 
X und X erfüllt werden muss, so zerspaltet sich dieselbe in fol- 
gende vier Gleichungen: 

Dieses sind die vier gesuchten linearei/ Bedingungsgleichun- 
gen zwischen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche 
;f = 0, welche erfüllt werden müssen, wenn die Oberfläche durch 
das den beiden Oberflächen f = o und (p = o gemeinsame Sy- 
stem harmonischer Pole gehen soll. 

Ein diesem System von vier Gleichungen äquivalentes System 
linearer Gleichungen würde man erhalten, wenn man die Bedin- 
gungen aufstellte, dass die Oberfläche (8) 3; = o durch jede ein- 
zelne Spitze der vier Kegel gehe, welche sich durch die Sdmitt- 
curve der beiden Oberflächen f=o und q>.=z legen lassen. 
Aber die Coordinaten dieser vier Kegelspitzen, die in die Bedin- 
gungsgleichungen eingehen, involviren noch, wie man gesehen 
hat, die Wurzeln der biquadratischen Gleichung z/=:o, deren 
Kenntniss zur Aufstellung der (vleichungen (16] nicht nothwen- 
dig ist. 

Wir werden jetzt die vier Bedingungsgleichungen aufstellen, 
welche die GoefPicienten in der Gleichung der Obei'fläche (8) ;t = t> 
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m erfüllen haben , wenn dieselbe durch das der ersten Oberfliche 
(1) fz=z und einer dritten Oberfläche zweiter Ordnung ^ = oi 

(17) '^ = c^o^ + 2^0, iry + cj, y* + = 

gemeinsame System harmonischer Pole gehen soll. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die analoge Gleichung (ir), in- 
dem wir in jener Gleichung für die Buchstaben b und k die Buch* 
Stäben c und (jl setzen, und entwickeln den linken Theil der so 
gebildeten Gleichung nach Potenzen und Producten der Variabeln 

u, V, w, r wie folgt: 

\ 

^«10+ ^^lü' ^«11 +^^11» ^«13 +• ^CXZ. V 

(18)... xö,o+^Cjo, xßj,+^C4,, ^a^i+^c^^,fv 

^«30 + ^^80» ^fl3l + /AC8 1» . • • • ««33 +<^C3J», ^ 

M , V , . . . . r, 

Die der Gleichung (I4), woraus sich schliessUch die vier 
Gleichungen (l6) ergaben, nachgebildete Gleichung ist hiernach 
folgende : 

(19) 2>„ 



^ mn= ^• 



Beachten wir wieder, dass die Coefficienten ^'„„in der Eni- 
Wickelung (18) von der Form sind: 



(20) 






SO ergeben sich aus der Gleichung (i9) die verlangten vier Be- 
dingungsgleichüngen : 



(21) 



2:e„ 






2"^. 



„002 






^mn -^mn 



Soll hiernach die Oberfläche (s) x = ^ durch das den Ober- 
flächen f=o und (30=0 gemeinsame System harmonischer Pole 
gehen, also durch vier bestimmte Punkte, so müssen die Coefli- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche % = o den vier linearen 
Bedingungsgleichungen (i6) genügen. Soll die Oberfläche (8) x =^ ^ 
durch das den Oberflächen f=o und t/; = o gemeinsame System 
harmonischer Pole gehen, also wieder durch vier bestimrota 
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Punkte, so müssen die Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
fläche x=^ den vier linearen Bedingungsgleichungen (2i) genü- 
gen. Soll endlich die Oberfläche (8) ;^ = o durch beide Systeme 
harmonischer Pole der Oberfläche f=o, also durch 8 bestimmte 
Punkte gehen, so haben die Coefficienten in der Gleichung (8) 
X '= den 8 Gleichungen (16) und (21) zu gleicher Zeit zu ge- 
nügen. 

Man wird in dem Umstände, dass die Coefficienten in der 
Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 8 ge- 
gebene Punkte geht, auch 8 linearen Bedingungsgleichungen ge- 
nügen, nur eine Bestätigung unserer im Anfange der neunten 
Vorlesung angeführten Thatsachen erblicken. Um so mehr muss 
es aber überraschen, wenn man sieht, wie in unserem Falle die 
8 Bedingungsgleichungen (I6) und (2l) sich auf nur 7 Bedin- 
gungsgleichungen reduciren, indem die erste Gleichung (16) mit 
der. ersten Gleichung (2l) zusammenfällt. 

Denn setzt man 3c = i und A^^/Lt = o, so wird aus (I5) 
und (20): ^ _ „ooo _, _ ^.kk, 



Während (i2) und (I8) die Entwickelung ein und desselben Aus- 
druckes nach Potenzen und Producten der Variabein u, v, rv, r 
darstellen, nämlich: 

CV + ^C7uv + (f::v^ + . . . und : • 

<v + 2^o"^.+^::v + ... 

Da aber diese Entwickelungen GUed für Glied übereinstim- 
men müssen, so hat man: 

(22) c: - er:. 

wodurch eben der Beweis geführt ist, dass die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) ein und dieselbe Gleichung sind. 
Es tritt uns hier nun das Paradoxon entgegen, dass die 
Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (8) % = o nur 7 
linearen Bedingungsgleichungen (16) und (2i) zu genügen brau- 
chen, damit die Oberfläche durch 8 bestimmte Punkte gehe, 
nämlich durch das den Oberflächen /"-^o und >= o gemeinsame 
System harmonischer Pole und zugleich durch das den Oberflä- 
chen f^=o und 1^ = gemeinsame System harmonischer Pole. 
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Dieses Paradoxon findet seine Erklärung in dem in der neun- 
ten Vorlesung aufgestellten Satze, „dass alle Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche durch 7. gegebene Punkte gehen, auch durch 
eiaen durch diese 7 Punkte bestimmten achten Fnnki gehen.'* 
Denn wenn die 8 Punkte, durch welche eine Oberfläche zweiter 
Ordnung hindurchgehen soll, im Räume so gewählt sind, dass 
sich in ihnen drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, welche 
nicht durch dieselbe Schnittcurve gehen, so reduciren sich die 
8 Bedingungsgleichungen auf 7. Dieses ist aber gerade unser 
Fall. Denn es gehen alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch 7 Punkte aus den beiden Systemen harmonischer Pole ge- 
hen,, auch durch den achten Punkt. 

Die beiden Systeme harmonischer Pole werden, wenn man 
die Oberfläche f=o als gegeben betrachtet, die Oberflächen 
(pz=o und -1/; = aber als veränderhch, irgend zwei Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen^ Oberfläche /* == o sein. Von 
ihnen gilt daher dasselbe, was wir von den beiden gemeinsamen 
Systemen harmonischer Pole auseinander gesetzt haben. Wir kön- 
nen daher die vorausgegangenen Bemerkungen in doppelter Ans- 
drucksweise also wiedergeben: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung bilden ein System von 8 
Punkten, in welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnu'ng schneiden, welche nicht durch dieselbe 
Schnittcurve gehen. 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 

7 Punkte aus zwei Systemen harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgehen, gehen 
auch durch den achten Punkt. 

Um die Umkehrung dieser Sätze zu rechtfertigen, stellen 
wir folgende Betrachtungen an: 

Wir bezeichnen mit o, i, 2, . . . 7 irgend 8 Punkte im Räume, 
und durch Beifügung dieser 8 Zahlen als Indices der homogeneD 
Coordinaten die Coordinaten der 8 Punkte. Wir vertheilen die 

8 Punkte in zwei Systeme von vier 4 Punkten i), 1,2,3 und 4,5, 
6,7 und stellen, indem wir unter fi luid v irgend zwei, verschie- 
dene von den Zahlen 4,5,6,7 verstehen, die 6 Bedingungen auf, 
welche zu erfüllen sind, wenn für eine Oberfläche zweiter Ord- 
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nuog f=o das zweite System von 4 Punkten ein System har- 
monischer Pole sein soll: 

(23) . .^. . x^nx^i + y^riVv) + ^^/"W + Pi^f'iPv) = «• 

Wir drucken ferner die 6 Bedingungen aus, welche die Coeffi- 
cienten in der Gleichung derselben Oberfläche f=o zu erfüllen 
haben, wenn auch das erste System von 4 Punkten ein System 
harmonischer Pole sein soll: 

Xif\^t)- + y/{yt) + ^i/'W + pJ'{p%) = 0, 

(24) x,r{x,) + yjy^) + zj\z,) + pj'ip,) = o, 

^tfM + y%f\yz) + ^j A^a) + PttijPz) = 0, 

^of'i^i) + yofiyi) + ^J\^x) + Pof'iPi) = 0, 

(25) .... xj\x;j + yj\y;j + '^o/'W + pJ\Pt) = 0, 

^J\^z) + yof\ys) + ^J\^z) + Po/'fps) = 0, 

Wenn die 8 Punkte im Räume beliebig gegeben sind, so 
sieht man wohl, dass die 10 in die aufgestellten 12 Gleichungen 
(23), (24), (25) linear und homogen eingehenden Coefficienten aus 
der Gleichung der Oberfläche /*= o sich nicht so bestimmen lassen, 
dass allen diesen Gleichungen zugleich genügt wird. Dagegen 
lassen sich die Verhältnisse der genannten Coefficienten unzwei- 
deutig so bestimmen, dass den 6 Gleichungen (23) und zugleich 
den 3 Gleichungen (24) genügt wird, welches auch die 7 Punkte 
1,2, .. .7 seien. Auf diese Weise ist die Oberfläche /*--o durch 
die 7 Punkte unzweideutig bestimmt. Bestimmt man hierauf den 
Punkt als den Pol der durch 1,2,3 gelegten Ebene, nämlich 
so, dass seine Coordinaten den 3 in Rücksicht auf sie linearen 
Gleichungen (25) genügen, so hat man 2 Systeme harmonischer 
Pole der unzweideutig bestimmten Oberfläche /*=o, von welchen 
die letzt genannten Sätze gelten. Dieser Punkt ist demnach 
der achte Schnittpunkt von 3 Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die 7 beliebig gegebenen Punkte 1, 2, ... 7 hindurchgehen, 
sich aber nicht in derselben Curve schneiden. Wir geben diese 
Bemerkungen in der Kürze also wieder: 

Die 8 Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche ausser den 8 Punkten weiter keinen 

Hesse, Analyt. Geometr. ^ JJ[ 
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Punkt gemein haben, bilden in 2 Gruppen von 4 Punk- 
ten vertheilt 2 Systeme harmonischer Pole einer un- 
zweideutig bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da die Art der Vertheilung der 8 Schnittpunkte der 3 Ober- 
flächen zweiter Ordnung willkürlich bleibt, so entspricht jeder an- 
deren Vertheilungsart auch eine andere Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

Eine unmittelbare Folge aus dem vorletzten Satze ist der Satz: 
Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung durch ein 
System harmonischer Pole einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung geht, so geht dieselbe Ober- 
fläche durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pole der gegebenen Oberfläche. 

Denn nimmt man auf der Oberfläche, welche durch ein Sy- 
stem harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche geht, einen 
Punkt beliebig an, construirt die Polarebene dieses Punktes 
rücksicbtlich der gegebenen Oberfläche, nimmt hierauf auf der 
Schnittcurve der Polarebene und der ersten Oberfläche einen 
zweiten Punkt l, und construirt wieder die Polarebene rücksicbt- 
lich der gegebenen Oberfläche, so schneiden die beiden Polar- 
ebenen und die erste Oberfläche sich in 2 Punkten 2 und 3. Die 
Punkte 0, 1, 2 bilden dann ein unvollständiges System harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberfläche. Da aber die erste Ober- 
fläche der Annahme nach durch ein vollständiges System harmo- 
nischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, und da dieselbe 
Oberfläche auch durch das genannte unvollständige System har- 
monischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, so geht sie auch 
durch den fehlenden Pol 3, weil dieser Pol nur auf der geraden 
Linie 2 3 liegen kann. 

Von besonderem analytischen Interesse ist die Hneare Be- 
stimmung der Coordinaten des achten Schnittpunktes von 3 
Oberflächen zweiter Ordnung durch die Coordinaten der übrigen 
Schnittpunkte 1,2, ... 7. Denn setzt man die durch die Glei- 
chungen (23) und (24) gegebenen Verhältnisse der Coefficienten 
aus der Gleichung der Oberfläche /*=o in die 3 Gleichungen 
(25), so enthalten diese in Rücksicht auf die Coordinaten des 
achten^Sclmittpunktes hnearen Gleichungen nichts als die Coor- 
dinaten der 8 Schnittpunk (e. 
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Schliesslich entwickeln wir die 4 Bedingungsgleichungen, 
welchen die Coefftcienten in der Gleichung der Oberfläche (8) 
X = zu genügen haben, wenn diese Oberfläche durch das der 
zweiten Oberfläche (l) 9 = und der Oberfläche (l7) i/; = o ge- 
meinsame System harmonischer Pole gehen soU. 

Wir bilden zu diesem Zwecke die analoge Gleichung (11), in- 
dem wir in jener Gleichung für die Buchstaben a und x die Buch- 
staben c und (i setzen, und entwickeln den linken Theil der so 
veränderten Gleichung nach .Potenzen und Producten der Varia- 
bein M, V, w, r wie folgt: 

w, V, 



(26) 



^^3 + ^^13» ^ 
^^3 +^^23' ^ 

^frs3 + fAC33, r 
r, 



Alsdann hat man für beUebige Werthe von k und fi die der 
Gleichung (i4] entsprechende Bedingungsgleichung: 

(27) 



^ ^m •»•"«»»« —— O. 



^m n *'■' in n 



Da aber nach der Entwickelung (26) die Ausdrücke ^'^„ von 
der Form sind: 



-^'m»= ^'^l'i + ^^H'^lll + ^^'^mn + ^'^^n » 



(28) . . . 

so zerfallt die Gleichung (27) in die folgenden gesuchten Bedin- 
gimgsgleichungen: 



(29) 






y .112 



Unter diesen 4 Bedingungsgleichungen befinden sich zwei, 
welche wir bereits entwickelt haben. Denn setzt man X=l, 
X = ^ == o, so wird nach (28) und ( 1 5) A'^ ^ = A^^ und C ^ „ = Cj/i, 
und da unter diesen Umständen (26) und (12) die Entwickehmgen 
desselben Ausdruckes darstellen, so hat man: 



(30) 






11' 
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Ebenso findet man, wenn man die Entwickelungen von (26) und 
(l8) vergleicht in der Voraussetzung, dass (i-~l, x = i = o, dass: 

(31) 4;: = ^:". 

Hiernach fällt die erste Gleichung (29) mit der letzten Glei- 
chung (16) zusammen, und die letzte Gleichung (29) mit der letz- 
ten Gleichung (2l), gleich wie die erste Gleichung (l6) und die 
erste Gleichung (21) zusammenfielen. 

Die 12 linearen Bedingimgsgleichungen , welche die Coefli- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung (8) 
;^ = zu erfüllen haben , wenn diese Oberfläche durch die drei 
betrachteten Systeme harmonischer Pole gelien soll, reduciren 
sich also auf 9 Bedingungen , welchen unter allen Umständen ge- 
nügt werden kann. Was wir als geometrischen Satz also aus- 
drücken : 

Durch die Spitzen der 12 Kegel zweiter Ordnung, 
welche sich durch die Schnittcurve je zweier von drei 
Oberflächen zweiter Ordnung legen lassen, geht eine 
unzweideutig bestimmte Oberfläche zweiter Ordnung 
hindurch. 

Wir legen auf diesen Satz besonders deshalb ein Gewicht, 
weil er lehrt aus den Coefficienten in den Gleichungen von ir- 
gend drei Oberflächen zweiter Ordnung in symmetrischer Weise 
die Coefficienten in der Gleichung einer unzweideutig bestimmten 
Oberfläche zweiter Ordnung zu bilden, die eine leicht ausdrück- 
bare geometrische Beziehung hat zu den gegebenen 3 Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 

Es bedarf nicht der drei auseinandergesetzten Operationen, 
um die 9 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficien- 
ten in der Gleichung der Oberfläche (8) x^=o herzuleiten , wenn 
diese Oberfläche durch die genannten 12 Kegelspitzen gelien soll. 
Man kann diese drei Operationen in eine vereinigen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die drei Ausdrücke 
(12), (|8), (26) sich durch folgenden darstellen lassen: 



(32) , 






^«03+ ^^3+ .*^^03» 
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\M*nn man annimmt, dass eine von den drei Variabeln x, A, |m, 
gleichviel welche, gleich o ist. Unter dieser Annahme erhalten 
wir nun die gesuchten Bedingungsgleichungen, indem wir den 
angegebenen Ausdruck (32) nach Potenzen und Produclen der Va- 
riabein u, V, w, r entwickeln , für m*, uv, v*, . . . respective setzen 
^00» ^01» ^11» • • • » ^^^ so geänderten Ausdruck (32), der eine homo- 
gene Function der Variabein x, A, \l von iler dritten Ordnung ist, 
nach Potenzen und Producten dieser Variabein entwickeln und 
die Coefficienten derselben in der Entwickeiung einzeln gleich o 
setzen mit Ausnahme des zehnten Coefficienten , der mit dem Pro- 
duct xA|tA multiplicirt ist, welches unter jeder der obigen Aimah- 
raen verschwindet. 

Verlangt man noch die Bildung des Ausdruckes (32) aus den 
gegebenen drei Oberflachen zweiter Ordnung /*=:= o, 9? = o, ?/; - - o, 
so braucht man sich nur daran zu erinnern, dass ders(»lbe gleich 
gesetzt die Oberfläche zweiter Ordnung ist in Ebcnencoördina- 
ten, welche in Punktcoordinaten sich also darstellt: 

x/* + Ag) + fii/; = 0. 

An diese allgemeinen Betrachtungen schiiessen sich die fol- 
genden speciellen Untersuchungen an. 

In der Bestimmung eines Systems von vier harmonischen 
Polen einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung herrscht, wie 
wir gesehen haben, eine grosse Willkür. Der erste Pol o kann 
ganz willkürlich genommen werden, der zweite l beliebig auf der 
Polarebene des ersten, der dritte 2 beüebig auf der Schnitthnie der 
Polarebenen der beiden ersten, wodurch endlich der vierte Pol 3 
als der Schnittpunkt der.Polarebcnen der drei ersten Pole bestimmt 
ist. Wählt man den Mittelpunkt der gegebenen Oberfläche als 
den ersten Pol, so fallen zwar die drei übrigen 1, 2, 3 in das Un- 
endliche, jedoch bleiben die Richtungslinien 01^, 02, 03, in welchen 
sie von dem Mittelpunkte aus gesehen werden. Die drei Sehnen 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche 'auf den genannten Rich- 
tungslinien von der Oberfläche begrenzt werden, nennt man con- 
jugi-rte Durchmesser der Oberfläche zweiter Ordnung. 

Auch die Bestimmung der Richtungen der conjugirten Durch- 
messer einer Oberfläche zweiter Ordnung enthält viel WiUkürli- 
ches. Denn man kann einen Durchmesser beliebig durch den 
Mittelpunkt der Oberfläche gehen lassen. Der zweite durch den 
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Miltelpunkt gehende conjiigirte Durchmesser wird beliebig gewählt 
werden können in der Polarebene des auf dem ersten Durchmesser 
unendlich entfernten Punktes. Der dritte conjugirte Durchmes- 
ser ist dann die Schnittlinie der Polarebenen der beiden auf den 
zwei ersten Durchmessern unendlich entfernten Punkte. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der conjugirten 
Durchmesser einer Oberfläche zweiter Ordnung, dass die Seh- 
nen der Oberfläche zweiter Ordnung, welche dem 
einen Durchmesser parallel sind, halbirt werden 
durch die Ebene, welche durch die beiden anderen 
conjugirten Durchmesser gelegt ist. Diese Eigenschaft 
der conjugirten Durchmesser ist eine unmittelbare Folge aus ih- 
rer Deflnition und der aus der zehnten Vorlesung bekannten Ei- 
genschaften des Poles und der Polarebene. Wir bezeichnen diese 
Eigenschaft als eine charakteristische, weil auch der umgekehrte 
Satz gilt: Wenn die Sehnen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, w eiche parallel laufen einem von drei Durch- 
messern der Oberfläche zweiter Ordnung, durch die 
Ebene halbirt werden, welche durch die beiden an- 
deren Durchmesser gelegt ist, so sind die drei Durch- 
messer conjugirte Durchmesser. Denn der Mittelpunkt 
der Oberfläche und die drei auf den Durchmessern in dem Un- 
endüchen liegenden Punkte bilden ein System harmonischer Pole 
der Oberfläche. 

Man nennt die conjugirten Durchmesser Hauptaxen der 
Oberfläche zweiter Ordnung, wenn sie auf einander senkrecht 
stehen. Die Bestimmung derselben wird den Gegenstand einer 
späteren Vorlesung bilden. 

Wenn zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 5, 3 und 4, 5, 6, 7 
einer Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, so weiss man, 
dass jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 7 von die- 
sen Punkten hindurchgeht, auch durch den achten Punkt geht. 
Lässt man die Punkte (r und 4 zusammenfaUen , so bestimmen 
die 5 geraden Linien Ol, 02, 03, 05, 06, als Kanten, einen Ke- 
gel zweiter Ordnung. Da dieser Kegel, eine Oberfläche zweiter 
Ordnung, durch 7 von den genannten Punkten hindurchgeht, so 
geht er auch durch den achten Punkt, und die gerade Li- 
nie 07 ist mithin auch eine Kante des Kegeis. Man hat daher 
den Satz: 
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Wenn von zwei Systemen harmonischer Pole ein 
und derselben Oberfläche zweiler Ordnnng ein Pol 
des einen Systemes mit einem Pole des anderen Sy- 
stemes zusammenfällt, so liegen die von dem gemein- 
samen Pole nach den 6 anderen Polen gezogenen ge- 
raden Linien auf einem Kegel zweiter Ordnung. 

Rücken die beiden Punkte und 4 in den Mittelpunkt der 
OberQäche, so werden die 6 geraden Linien 01,02,03,05,06,07 
zwei Systeme conjugirter Dm*chmesser der Oheriläche, und man 
hat den Satz: ^ 

Irgend zwei Systeme conjugirter Durchmesser 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind 6 Kanten ei- 
nes Kegels zweiler Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung durch ein Sy- 
stem conjugirter Durchmesser einer Oberfläclie zwei- 
ter Ordnung geht, so geht er durch unendlich viele 
Systeme conjugirter Durchmesser der Oberfläche. 

Denn man kann jede Kante des Kegels als Durchmesser eines 
Zweiten Systemes conjugirter Durchmesser betrachten. Die bei- 
den anderen Durchmesser des Systemes, welche auf dem Kegel 
liegen, werden dadurch bestimmt sein. 

Die um den Coordinatenanfangspuukt mit dem lladius r be- 
schriebene Kugel: 

a« + y« + 2« — r' = 

ist, wie aus der Gleichung ersichtlich, eine Obeiiläche zweiter 
Ordnung. Jede drei durch den Mittelpunkt gelegte und auf ein- 
ander senkrecht stehende gerade Linien sind nach dem Vorher- 
gehenden conjugirte Durchmesser der Kugel, und von zw(d sol- 
chen Systemen conjugirter Durchmesser gilt der Satz: 

Zwei Systeme von drei aus demselben Punkte aus- 
gehenden geraden Linien, welche auf einander senk- 
recht s'tehen, sind 6 Kanten eines Kegels zweiter Ord- 
nung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung auf seiner Ober- 
fläche drei auf einander senkrecht stehende Kanten 

9 
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hat, so hat er unendlich viele Systeme von drei auf 
einander senkrecht stehenden Kanten. 

Denn man kann jede beliebige Kante des Kegels als einem 
solchen Systeme zugehörig betrachten. 

Da eine gerade Linie eine Oberfläche zweiler Ordnung in 
zwei Punkten schneidet, und eine Ebene dieselbe Oberfläche in 
einem Kegelschnitt schneidet, so muss auch eine gerade Linie, 
welche ui der Ebene des Kegelschnittes liegt, denselben in zwei 
Punkten schneiden. Zwei Punkte in der Ebene des Kegelschnit- 
tes, deren Verbindungslinie den Kegelschnitt in harmonischeD 
Punkten schneidet, sind harmonische Pole des Kegelschnittes. 
Diei Punkte, von welchen je zwei harmonische Pole des Kegel- 
schnittes sind, bilden ein System harmonischer Pole des 
Kegelschnittes. 

Dieses vorausgesetzt, kehren wir zu der beschriebenen Raum- 
ligur zurück. Wir hatten eine Oberfläche zweiter Ordnung und 
irgend zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7, von 
welchen die Pole und 4 in einen Punkt 04 zusammenflelen, 
mithin auch die Ebenen 12 3 und 5 6 7 in eine Ebene E. Diese 
Ebene E schneidet die Oberfläche in einem Kegelschnitt, in Ruck- 
sicht auf welchen die Punkte 1, 2, 3 ein System harmonischer Pole, 
die Punkte 5, 6, 7 ein zweites System harmonischer Pole bilden. 
Wir hatten ferner einen Kegel zweiter Ordnung, der durch die 
genannten beiden Systeme ging, und dessen Spitze in dem ge- 
meinsamen Punkte 04 lag. Dieser Kegel wird von der Ebene E 
wieder in einem Kegelschnitt geschnitten, der durch die beiden 
Systeme harmonischer Pole des Kegelschnittes geht. 

Sieht man ab von der Raumfigur und drückt die l)eschrie- 
bene Figur in der Ebene E durch Worte aus, so hat man den 
Satz: 

Durch irgend zwei Systeme harmonischer Pole 
eines Kegelschnittes lässt sich wieder ein Kegel- 
schnitt legen. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt durch ein System harmo- 
nischer Pole eines gegebenen Kegelschnittes geht, so 
geht er durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pole des gegebenen Kegelschnittes. 
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Man kann den yorletzten Satz auch umkehren, wodurch er 
die Gestalt erhält: 

Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes in zwei 
Gruppen von drei Punkten zertheilt hilden zwei Sy- 
steme harmonischer Pole eines bestimmten Kegel- 
schnittes. 

Auf die weitere Begründung dieses Satzes gehen vir jedoch 
nicht ein. » 

Werfen wir schliesslich einen Rückblick auf das am Anfange 
der Vorlesung behandelte Problem „die Spitzen der vier Kegel 
zu bestimmen, welche durch die Schniltcurve zweier gegebenen 
Oberflächen zweiter Ordnung /" = o und <p = o hindurchgehen", 
so sehen wir, dass dasselbe sich rein algebraisch auffassen lässt. 
Das algebraische Problem lautet also: 

Die linearen Substitutionen: 

X = XqX + a:, F + a:,Z + x^P, 

y= yo^ + yiY + y,z + y,p, 

z =z z^X + z,Y + z^Z + z^P, 
p=P^X + p,Y+p^Z + p,P 

so zu bestimmen, dass zwei gegebene homogene Func- 
tionen f und <p der Variabein x, y, 2, p von der zweiten 
Ordnung durch die Substitutionen transformirt wer- 
den in die Form: 

/^ = ,i„^ + ^,r + ii,2? + ^,P«, 

9 = v^ + v,7« + a/,Z» + 1/3/*. 

Denn macht man die angegebenen Substitutionen in den gegebe- 
nen Functionen f und 9, und lässt die Coefficienten der Pro- 
ducte der neuen Variahein verschwinden, so erhält man gerade 
die 12 Gleichungen (6), welche die Coordinateh der vier Kegel- 
spitzen bestimmen. Daraus ergiebt sich die geometrische Bedeu- 
tung der CoefQcienten in den angegebenen Substitutionen des vor- 
gelegten algebraischen Problemes. Sie stellen nämlich die homo- 
genen Coordinatru der Spitzen der vier Kegel dar, welche sich 
durch die SchnittcuiTe der beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
f^=^o und 9 = hindurchlegen lassen. 
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Wir begnügen uns an dieser Stelle den Zusammenhang des 
algebraischen Problems mit dem entsprechenden geometrischen 
Probleme dargelegt zu haben als Einleitung in die achtzehnte 
Vorlesung, in \i^elcher das .erweiterte algebraische Problem aus- 
führlicher wird behandelt werden. 



Siebenzehnte Vorlesung. 

Grenzflächen zweiter Ordnung, welche acht be- 
liebig gegebene Ebenen berühren. 



Acht Tangentenebeneu bestinmien eine Oberfläche zweiter 
Ordnung nicht vollständig. Es seien daher: 

F = ^,„w'+ ^A,,uv + ^,,t;'+ ... =0, 

0=^B,y+ ^2B,,uv + B,,v'+ ... =0 

die homogenen Gleichungen zweier gegebenen Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche 8 gegebene Ebenen berühren. Unter die- 
ser Voraussetzung stellt die Gleichung: 

(2) F + lO = 

mit dem willkürlichen Factor l alle Oberflächen zweiter Ordnung 
dar, welche die 8 gegebenen Ebenen berühren, oder, um einen 
anderen Ausdruck zu brauchen, welche die den gegebenen bei- 
den Oberflächen gemeinsamen Tangentenebenen berühren. 

Unter den Oberflächen (2) wird wenigstens eine Grenzfläche 
zu finden sein, weil der unbestimmte Factor A sich immer so be- 
stimmen lässt, dass der in (4) der fünfzehnten Vorlesung entwi- 
ckelten einzigen Bedingung für die Grenzfläche Genüge geschieht 
Das heisst, es giebt wenigstens einen Kegelschnitt, welcher von 
8 beliebig gegebenen Ebenen berührt wird. 

Um die Anzahl der verschiedenen Grenzflächen (2) zu be- 
stimmen, nehmen wir an, dass der Factor X in jener Gleichung 
der Grenzfläche entspreche, und dass ti, v, Wy r die Coordinaten 



(3) 
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der Ebene der Grenzfläche seien. In dieser Voraussetzung hat 
man auf Grund (3) der fünfzehnten Vorlesung: 

r{v) + i0\v) ---- o, 

' ' ' ' F\w) + kO'[w)= 0, 
F\r) + Xa>» = 0, 
woraus sich durch Elimination der Coordinaten ergiebt: 

^06+ ^^0«» Aii + ^^01» • • • • ^08 + ^^03 

^10+ ^^10» -^11 + ^^11 » • • • • -^13 + ^^13 

^20 + ^^20' ^«1 +^^S1» • • • • ^«3 + ^-^23 

^»0 + ^^30' ^51 + **SI » • • • • ^»J + *^JJ 



W-V^ 



= 0. 



Diese Gleichung ist eine biquadratische in A. Daher hat man 
den Satz: 

Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welche alle zweien gegebenen Oberflächen zweiler 
Ordnung gemeinsamen Tangentenebenen berühren; 

oder mit anderen Worten: 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche von 8 belle- 
^i^ gegebenen Ebenen berührt werden. 

Bezeichnet man mit l^, il, , A,, A3 die vier Wurzeln der bi- 
quadratischen Gleichung (4), mit 0,1,2,3 die Ebenen der vier 
Grenzflächen, und durch Beifügung der Indices 0, l,*i, 3 an die 
Variabein respective die Coordinaten der Ebenen der vier Grenz- 
flächen, so ergeben sich auf dem in der vorhergehenden Vorle- 
sung eingeschlagenen Wege die Gleichungen: 

"" Wm^'W + V^F W + w^F\w,) -f- r^F'{r,) = o, 

in \(elchen m und n irgend zwei verschiedene von den Zahlen 

0,1,2,3 bedeuten, und daraus endlich: 

«...{^K) + l<^\u\}+v^{F M + Aa>'W} -h w„{F\fp:j + k0\wj} 

welche Gleichung folgende geometrische Deutung zulässt: 
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Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welche 8 gegebene Ebenen berühren. Die Ebenen 
dieser vier Grenzflächen bilden ein System harmo- 
nischer Polarebenen jeder Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche die 8 gegebenen Ebenen berührt. 

Da die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebenen aus ei- 
nem Systeme harmonischer Polarebenen schneiden , ein System 
harmonischer Pole bilden, so schneiden sich je drei Ebenen der 
vier Grenzflächen in vier Punkten, die ein System harmonischer 
Pole für alle jene Oberflächen zweiter Ordnung bilden. Diese 
Bemerkung , zusammengehalten mit den Resultaten der vorher- 
gehenden Vorlesung, giebt den Satz: 

Das zweien gegebenen Oberflächen zweiter Ord- 
nung gemeinsame System harmonischer Pole ist 
nicht allein ein System harmonischer Pole für jede 
Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch die 
Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen hin- 
durchgeht, sondern auch für jede Oberfläche zwei- 
ler Ordnung, welche alle gemeinsamen Tangenten- 
ebenen der gegebenen beiden Oberflächen berührt. 
Die vier Ebenen, welche je drei harmonische Pole 
des Systemes verbinden, sind die Ebenen der vier 
Grenzflächen zweiter Ordnung, welche die gemein- 
samen Tangentenebenen der gegebenen beiden Ober- 
flächen berühren. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungen (3) den Factor A, so 
erhält man die Gleichungen von sechs Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche das den gegebenen beiden Oberflächen gemeinsame 
System harmonischer Polarebenen berühren. Componirt man aus 
diesen Gleichungen die Gleichung: 

(6) .... ^ = ^0, {F\u)0\v) - F\v)0\u)} 

+ . . . 

+ q,, {r{w) 0\r) - F\r) 0\w)} = o 

mit den sechs willkürlichen Constanten q^^y so stellt diese Glei- 
chung in Ebenencoordinaten eine jede Oberfläche zweiter Ord- 
nung dar, welche das genannte System harmonischer Polar- 
ebenen berührt. 
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Zwischen den CoefGcienfen in der Entwickehmg dieser Glei- 
chung : 

(7) ^= Ä^oW* + 2E,,uv + E,,v' + = 

finden vier lineare Bedingungsgleirhnngen statt, von welchen wir 
eine besonders hervorhoben, aus der die übrigen ohne Schwie- 
rigkeit hervorgehen. 

Um die Gleichung der Oberfläche F =- o in Punktcoordinaten 
zu übertragen, hat man nach den Vorschriften der zehnten Vor- 
lesung bekanntlich die linearen (ilelchungeii auiznlösen: 

\F\u) ^ X. \F\v) ^ y, \F\fv) .- r, },F\r)=p, 

welche in dem vorliegenden Falle, wo die Function F durch (l) 
gegeben ist, sich also gestalten: 

^,„w + J^^v + A.^w + A.^r = y, 

^30« + -^31 «^ + ^3. «^ + ^33 '^ = P- 
Die Auflösungen dieser Gleichungen von der Form: 

befreit von dem gemeinsamen Nenner a seien: 

«10^ + «ijy + ^iz^ + «isP -^ ^v> 

«80^ + ^ity + «8t^ + «23P = f^n^, 

«30^ + «31^ + «32^ + «33P =^ ar, 

indem f=o oder af=o die Gleichung der Oberfläche ist in 
Pimktcoordinaten. Alsdann hat man zwischen den 10 CoefÖcien- 
ten A^j^ und den 10 Coefficienten a^^ die Relationen : 

O = ^H0«X0 + ^Xl«Al + ^X2«A2 + ^H3«X3 5 *" 

welche wir in Worten also ausdrücken: 

„Wenn man in der Entwickelimg der 16 Ausdrücke: 
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luF'iu), IvF'iu), ifvF'iu), irF'iu), 

Ji/F», ^vF\v), iwF\v), irF'iv), 

iuF'(rv), lvF\w), ^wF'(w), ^rF», 

iuF\r), ivF\r), iwF\r), irF\r). 

„für die Producte: 

t/W, UV , vv , . , , , 
„respective setzt: 

„so gehen dieselben über in: 

a, 0, 0, 0, 

0, a, 0, 0, 

0, 0, a, 0, 

0, 0, 0, ö." 

Daraus folgt, dass das erste mit ^q, multiplicirte Glied: 

F\u) 0\v) — F\v) 0\u) 

in der Gleichung (6) durch die gleiche Veränderung verschwindet. 
Aber es verschwindet durch diese Veränderung ebenso jedes Glied 
der Gleichung (6) und es wird auch die Gleichung (7) nach der 
genannten Veränderung erfüllt. 
Es ist daher: 



-"mn ^mn 



(8) ^E^ 

eine von den Bedingungsgleichungen, die erfüllt werden müssen, 
wenn die Oberfläche (7) X=^o das den beiden Oberflächen (l) 
F=o und (2> = o gemeinsame System harmonischer Polarebenen 
berühren soll. 

Da diese Gleichung (8) unabhängig ist von der Natur der 
Oberfläche O = o, weil die Coefficienten aus der Gleichung der 
Oberfläche nicht in sie eingehen, so hat man zu ihrer Bildung 
folgende Regel: 

Wenn : 

E,,u' + "^E^^uv + E,,v''+ =0 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebene ncoordinaten ist, und: 
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die Gleichung einer zweiten Oberfläche in Punkt- 
coordinaten, so erhält man die Bedingungsgleichung, 
dass die erste Oherfläche irgend ein System harmo- 
nischer Polarebeuen der zweiten Oberfläche berührt, 
entweder indem man in der Ebenencoordinatenglei- 
chung für die Producte der Variabein: 

WM, UV , VV y , . . 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordina- 
tengleichuDg setzt: 



oder wenn man in der Punktcoordinatengleichung für 
die Producte der Variahein: 

XX, xy , yy y . . , 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoordi- 
natengleichung setzt: 

^00' ^01' ä:,,, . . . 

Aus dem Vergleich dieser Regel mit der" entsprechenden der 
vorhergehenden Vorlesung, oder der geometrischen Bedeutung 
der Gleichung (8) mit (9) der vorhergehenden Vorlesung geht fol- 
gender Satz hervor: 

Wenn eine Oherfläche zweiter Ordnung durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole einer zweiten 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgeht, so be- 
rührt die erste Oberfläche ein System harmonischer 
Polarebenen der zweiten Oberflä.che. 

Um aus der angegebenen Regel die vier linearen Bedingungg- 
gleichungen abzuleiten, welche die Coefficienten in der Gleichung 
(7) X = o zu erfüllen haben , wenn die durch sie dargestellte 
Oberfläche das den beiden Oberflächen jP=o und cl>r=:o ge- 
meinsame System harmonischer Polarebenen berühren soll, be- 
merken wir, dass, welches auch die Werthe von x und l seien, 
die Gleichung: 

xF + A<^ = 

eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welcher jenes System 
harmonischer Pwlarebenen ebenfalls zugehört. 
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Drucken wir daher diese Oberfläche durch ihre Gleichung 
in Punktcoordinaten aus wie folgt: 



C) 



^Ao + ^^10» — ^'^13 + ^^13' y 

^^20 + ^^20' ^^^23 + ^^23» « 

«^30 + ^^30' • • • »^^33 + ^^33» P 



= «, 



und setzen in der Entwickehing nach Potenzen und Produeten der 
variabeln Coordinaten für: . ' 

XX, xy , yy , . , . , 



E.^ 



K. 



E, 



respective : 

so erhalten wir eine Gleichung, welche für beliebige Werthe der 
Variabein x und A Statt findet. Da diese Gleichung aber homo- 
gen und vom dritten Grade ist, so zerfällt sie. in die gesuchten 
vier Bedingungsgleichungen, indem die Coefficienten der vier Po- 
tenzen und Producte der Variabein einzeln verschwinden. 

Die vier Bedingungen, dass die Oberfläche (7) X=o das 
den beiden Oberflächen zweiter Ordnung F=ro und W=o: 



(10) 



w = 



^00"' 



+ 26;, 



UV + CjjV« 



gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühre, erhal- 
ten wir demnach auf gleiche -Weise aus der dadurch veränderten 
Gleichung (9), dass man für den Buchstaben B den Buchstaben 
C setzt. Da jedoch durch diese Veränderung der Coefßcient von 
x' in Jener Gleichung ungeändert bleibt, so sieht man, dass von 
den vier neuen Bedingungsgleichungen eine mit einer der vier 
vorhin erwähnten zusammenfallt, dass also die S Bedingungen, 
welche die Oberfläche (7) X = o zu erfüllen hat, wenn dieselbe 
sowohl das den Oberflächen F=o und 0:^—o, als auch das den 
Oberflächen ^ = und ^=o gemeinsame System harmonisclier 
Polarebenen berühren soll, sich auf nur 7 Bedingungen re- 
duciren. 

Das Paradoxon, dass in dem vorliegenden Falle 7 Bedingun- 
gen hinreichen, damit eine Oberfläche zweiter Ordnung 8 be- 
stimmte Ebenen berühre, Ondet seine Erklärung in dem Satze 
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der elften Vorlesung „dass alle Oberflächen zweiter Ordnung, 
welche 7 Ebenen berühren, auch noch eine durch diese 7 Ebe- 
nen bestimmte achte Ebene berühren." Aus dieser Erklärung 
sch5pfen wir zugleich den Satz, der sich auch nach dem in der 
zwölften Vorlesung entwickelten Princlp- der Reciprocitat aus Aem 
entsprechenden Satze der vorhergehenden Vorlesung leicht ablei- 
ten lässt: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 Ebe- 
nen aus zwei Systemen harmonischer Polarebenen ein 
•und derselben Oberfläche zweiter Ordnung berüh- 
ren, berühren auch die achte Ebene. 

Der lungekehrte Satz findet gleichfalls Statt: 

Acht Ebenen, welche drei Oberflächen zweiter 
Ordnung berühren, die von keinen Ebenen ausser 
diesen gemeinsam berührt werden, in zwei Gruppen 
von vier Ebenen zertheilt, bilden zwei Systeme har- 
monischer Polarebenen einer unzweideutig'bestimln- 
ten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Denn stellt man die 12 Bedingungen auf, dass 8 Ebenen, in 
zv^^ei Gruppen von 4 Ebenen, 0,1,2,3 und 4,5,6,7 zertheilt, zwei 
Systeme harmonischer Polarebenen ein und derselben Oberfläche 
zweiter Ordnung bilden, und betrachtet die Coordinaten der 7 
Ebenen 1, 2 ... 7 als gegeben, dagegen die CoefQcienten in der 
Gleichung der Oberfläche und die Coordinaten der Ebene o als 
gesucht, so hat man 9 lineare und homogene Gleichungen zwi- 
schen den Coefficienten, wodurch sich die Verhältnisse derselben 
unzweideutig bestimmen, und, nachdem diese bestimmt sind, noch 3 
lineare homogene Gleichungen zwischen den Coordinaten der Ebene 
a. Diese letzteren bestimmen auf lineare Weise die Coordinaten der 
achten Ebene 0, weiche mit den drei anderen Ebenen 1, 2, 3 das 
zweite System harmonischer Polarebenen der Oberfläche bildet, 
oder mit anderen Worten, sie bestimmen die Coordinaten der 
achten Ebene 0, welche alle Oberflächen zweiter Ordnung be- 
rührt, welche die 7 gegebenen Ebenen berühren. 

Aus dem vorletzten Satze folgt ferner der Satz, dessen re- 
ciproker in der vorhergehenden Vorlesung bereits entwickelt 
word^ ist: 

Hesse, Analyl. Geoniolr. 22 
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Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung e-in Sy- 
stem harmonischer Polarebenen einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung berührt, so berührt sie 
zugleich unendlich viele Systeme harmonischer Po- 
larebenen der gegebenen Oberfläche. 

Wenn drei Oberflächen zweiter Ordnung (l) und (lo): F=o, 
= 0, ^^=0 gegeben sind, so sind mit ihnen zugleich auch 
drei Systeme harmonischer Polarebenen gegeben, von welchen 
jedes einem Oberflächenpaar zugehört. Von den 12 linearen. Be- 
dingungsgleichungen, welche die Coefficienten in der Gleichung 
der Oberfläche (7) X^=o zu erfüllen haben, wenn diese Ober- 
fläche jene drei Systeme harmonischer Polarebenen gleichzeitig 
berühren sofl, fallen nach dem Vorgehenden drei fort, weil sie 
doppelt vorkommen. Es reduciren sich demnach die 12 Bediu- 
gungsgleichungen auf 9> welchen die CoefGcienten in der Glei- 
chung (7) X=^o immer eindeutig genügen können. Man hat da- 
hef den Satz: 

Drei Systeme harmonischer Polarebenen, von 
welchen jedes zweien von drei gegebenen Oberflä- 
chen zweiter Ordnung gemeinsam ist, werden von 
einer unzweideutig bestimmten Oberfläche zweiter 
Ordnung berührt. 

Die 9 verschiedenen Bedingungen zwischen den Coefßcienten 
in der Gleichung der Oberfläche (7) Z=o, dass diese Oberfläche 
die drei Systeme harmonischer Polarebenen je zweier der drei 
gegebenen Oberflächen F=o, = 0, W^=o berühre, ergeben 
sich auf einfache Art aus folgender Betrachtung. 

Es stellt unter der Voraussetzung, dass eine von den drei 
variabein Grössen ü,X,fi gleich sei, die Gleichung: 

kF + X0 + (lWz=0 

eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welcher irgend eines von 
den drei Systemen harmonischer Polarebenen zugehört. 

Um die Bedingung auszudrücken, dass die Oberfläche (7) 
^c=o durch ein System harmonischer Polarebenen jener Ober- 
fläche hindurchgehe , übertragen wir jene fileiihung in Pnnktcoor- 
dinaten \^ie folift: 
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x^,o + ^^io + f*C',„, . . . x^,3+ AP,,+ |[iC,3, y 

(II)... X^,«+X^,o+i^C',o, . . . Ä^,3+ AÄ,,+ |IaC,3, 2 =0, 

ä:, . . . p, 

entwickeln diese Gleichung nach Potenzen und Producten der va- 
riabeln Coordtnaten, und setzen nach der zuletzt angegebenen 
Regel für: 

XX, xy , yyf .... 

respective: E^^, E^^, ^,,, 

Die anf diese Weise geänderte Gleichung (i i) ist homogen und 
von der dritten Ordnung in Rucksicht auf die variabeln Grössen 
X, A, ^. Da dieselbe nun für beliebige Werthe jener variabeln 
Grössen unter der Voraussetzung, dass eine, gleichviel welche, 
gleich o ist, erfüllt werden muss, wenn die Oberflache X=o 
Jene drei Systeme harmonischer Polarebenen berührt, so müssen 
von den 10 Coefficienten in der Entwickelung der Gleichung nach 
Potenzen uqd Producten der variabeln Grössen alle verschwinden 
mit Ausnahme des zehnten Coefficienten, der mit dem Product 
% l II multiplicirt ist, welcher nicht zu verschwinden braucht, 
weil eben das Product selbst verschwindet. 

Man erhält also die gesuchten 9 Bedingungen, wenn man 
jene 9 Coefficienten in der Entwickelung der auf die angegebene 
Weise geänderten Gleichung (ll) einzeln gleich o setzt. 

Um aus den allgemeinen vorgetragenen Sätzen specielle Fol- 
gerungen für die Ebene zu machen, schicken wir einige J)efini- 
tionen und Sätze aus der Geometrie der Ebene voraus. 

Wenn der geometrische Ort des einem gegebenen Punkte 
zugeordneten harmonischen Poles einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung die Polarebene dieses Punktes ist, und man legt irgend 
eine Ebene durch den gegebenen Punkt, welche die Oberfläche, 
wie bekannt, in einem Kegelschnitt schneidet, so muss der geo- 
metrische Ort des dem gcgeixmen Punkte zugeordneten Poles in 
Bezug auf den Keg<'lschiiilt eine gerade Linie sein, in welcher sich 
die Polareb»ne und die Ebene schneiden. Diese gerade Linie 

12* 
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nennt man die Polare des Punktes in Räcksicht auf den Kegel- 
schnitt und den gegebenen Punkt den Pol der geraden Linie. 

Zwei gerade Linien in der Ebene eines Kegelschnitts, von 
welchen jede durch den Pol der anderen geht, sind harmo- 
nische Polaren des Kegelschnittes. 

Drei gerade Linien in der Ebene des Kegelschnittes, von 
welchen je zwei harmonische Polaren des Kegelschnittes sind, bil- 
den ein System harmonischer Polaren des Kegelschnitts. 
Sie schneiden sich also je zu zweien in drei Punkten, die ein 
System harmonischer Pole des Kegelschnittes bilden. Man sieht 
hieraus ferner, dass die drei geraden Linien, welche ein System 
harmonischer Pole eines Kegelschnittes verbinden, ein System 
harmonischer Polaren des Kegelschnittes bilden. 

Wir erinnern endlich an den Satz aus der vierzehnten Vor- 
lesung, „dass 5 Tangentenebenen eines Kegels zweiter Ordnung 
den Kegel unzweideutig heslimmen, und dass jede 5 Ebenen, 
welche durch ein und denselben Punkt gehen, sich als Tangen- 
tenebenen eines ganz bestimmten Kegels zweiter Ordnung betrach- 
ten lassen." Woraus der Satz für die Ebene folgte „dass 5 
Tangenten eines Kegelschnittes den Kegelschnitt un- 
zweideutig bestimmen, und dass jede 5 gerade Li- 
nien in ein und derselben Ebene sich als dieTangen- 
ten eines ganz bestimmten Kegelschnittes betrachten 
lassen." 

Mit diesen Daten ausgerüstet gehen wir an die Specialisi- 
rung der in dem Vorgehenden beschriebenen Figur. 

Es lag eine beliebige Oberfläche zweiter Ordnung vor und 
zwei Systeme harmonischer Polarebenen 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 
dieser Oberfläche. Von den letzteren wissen wir, dass jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche 7 derselben berührt, auch die ^chte 
Ebene berührt. Wir lassen die Ebenen 6 und 4 in ein und die- 
selbe Ebene E zusammenfallen, wodurch die 6 geraden Linien 
01,02, 03; 05, 06, 07 in jener Ebene zu liegen kommen. Die drei 
ei*sten bilden ein System harmonischer Polaren des Kegelscbmt- 
tes, in. welchem die Ebene E die gegebene Oberfläche schneidet. 
Die drei anderen bilden ebenfalls ein System harmonischer Pola- 
ren desselben Kegelschnittes. Wir beschreiben in der Ebene E 
einen zweiten Kegelschnitt K, welcher die 5 geraden Linien 
Ol, 02, 03» 05, 06 benihrt. Fassen wii* diesen Kegtflschnitt als Grenz- 
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fläche zweiter Ordnung auf, so ist derselbe eine Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, welche von den beiden Systemen harmonischer Po- 
larebenen 7 Ebenen berührt. Sie berührt also auch die. achte 
Ebene, das heisst, die gerade Linie 07 ist Tangente des beschrie- 
benen Kegelschnitts K. 

Löset man die in der Ebene E beschriebene Figur ab von 
der Raumfigur, so beweiset sie den Satz: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Polaren eines 
Kegelschnitts berühren einen Kegelschnitt. 

Woraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt ein System harmonischer 
Polaren eines gegebenen Kegelschnitts berührt, so 
berührt derselbe Kegelschnitt unendlich viele Sy- 
steme harmonischer Polaren des gegebenen Kegel- 
schnittes, 

indem jede Tangente des ersten Kegelschnittes sich als eine har- 
monisehe Polare aus einem zweiten System harmonischer Polaren 
des gegebenen Kegelschnittes betrachten lässt, welches den ersten 
Kegelschnitt berührt. 

Den umgekehrten Satz führen wir nur historisch an: 
Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes in zwei 
Gruppen von 3 Tangenten vertheilt, bilden zwei Sy- 
steme harmonischer Polaren eines Kegelschnittes. 

Stellt man diese Sätze zusammen mit den reciproken der vorher- 
gelienden Vorlesung, so ergiebt sich daraus folgender: 

Zwei Dreiecke, welche einem Kegelschnitt ein- 
beschrieben sind, sind einem Kegelschnitt umbe- 
schrieben; und zwei Dreiecke, welche einem Kegel- 
schnitt umbeschrieben sind, sind einem Kegelschnitt 
einbeschrieben. 

Rehren wir zurück zu der zuletzt beschriebenen Raumflgur 
und beschreiben in ihr einen Kegel zweiter Ordnung, welcher 
durch die 5 Tangenteneben 1,2,3,5,6, die sich mit der Ebene 
7 in dem Pol e der Ebene E schneiden, unzweideutig bestimmt 
ist , so schneidet dieser Kegel die Ebene E in einem Kegelschnitt 
K\ der dieselben 5 Tangenten 01,02,03,05,06 hat, alsderKegel- 
sclmiU K. Es fallen daher diese beiden Kegelschnitte in einen zu- 



182 Siebeuzehnie Vorlesung. 

sammea. Da aber die gerade Linie 07 eine Tangente des Kegel- 
schnittes K ist, so ist die Ebene 7 eine Tangentenebene des be- 
schriebenen Kegels. Daraus entspringt der Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Polarebe- 
nen einer Oberfläche zweiter Ordnung eine Ebene 
des einen Systemes mit einer Ebene des anderen Sy- 
stemes zusammenfällt, so berühren die 6 anderen Ebe- 
nen, welche durch den Pol der zusammenfallenden 
Ebenen gehen, einen Kegel zweiter Ordnung. 

Rückt der Pol e in den Mittelpunkt der Oberfläche, so bil- 
den die geraden Linien 12, 23, 31 ein System conjugirter Durch- 
messer der Oberfläche gleich wie die geraden Linien 56, 67, 75 ein 
zweites System conjugirter Durchmesser bilden. In diesem Falle 
lautet der angegebene Satz also: 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei conjugirte 
Durchmesser eines Systemes einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung gehen und die drei Ebenen, 
welche durch je zwei conjugirte Durchmesser eines 
anderen Systemes derselben Oberfläche gehen, be- 
rühren einen Kegel zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung drei Ebenen be- 
rührt, welche sich paarweise in drei conjugirten 
Durchmessern einer Oberfläche zweiter Ordnung 
schneiden, so berührt der Kegel unendlich viele Sy- 
steme von drei Ebenen, die sich paarweise in den con- 
jugirten Durchmessern der Oberfläche schneiden. 

Ist die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung eine Kugel, so 
hat man den Satz: 

Drei Ebenen, welche auf einander senkrecht ste- 
hen, und drei andere auf einander senkrecht ste- 
hende Ebenen, die sich in demselben Punkte als die 
drei ersten schneiden, berühren einen Kegel zwei- 
ter Ordnung.^ 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung ein System von 
drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen be- 
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rührt, so berührt er unendlich viele Sysleiuc von 
drei Ebenen, die auf einander senkrecht stehen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit der Bemerk tuig. dnss 
das Problem der \ier Grenzflächen zweiter Ordimng. welche von 
alleD Ebjeoen berühK werden, die gleichzeitig zwei gegebeiie 01>er- 
flächen zweiter Ordnung F=o luid = o berühren, von wel- 
chem Problem unsere Untersticlumgen atisgingen, sich als Hi\ 
rein algebraisches auffassen iässt, nämlich: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen: 

u v= UoU + u^V + u^JV + M3Ä, 

v±= voü + v^V + v^JV + v^R, 

w = tv^V + Wi F + W2 W + WjÄ, 

welche zwei gegebene homogene Functionen F und (P 
der Variabein u,v,w,r der zweiten Ordnung transfor- 
m.ireii in die Form: 

7/2 y2 Lf'2 «2 

/t*0 /t*l ^2 /t*3 

(1) = ^+ ^+ i^ + ^. 

Vq Vi V2 n 

Denn drückt man die Bedingungen des Problems aus, so (erhält 
man die Gleichungen (5), welche die Ebenen iXvx vier Grenzflä- 
chen bestimmen. 

Dieses Problem in weiterer Ausdehnung wird, wie bereits 
angedeutet worden, den Gegenstand der folgenden Vorlesung 
bilden. 
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Aohteehnte Yorlesung. 

Transformation homogener Functionen 
zwd^fcer Ordnmig dm*ch lineare homogene 
^ Substitutionen. 



Geometrische Probleme haben in den beiden letzten Vor- 
lesungen auf ein und dasselbe algebraische Problem geführt der 
Transformation homogener Functionen der zweiten Ordnung 
.durch lineare Substitutionen. Wir werden gegenwärtig das al- 
gebraische Problem wieder aufnehmen, indem wir die Zahl der 
Variabein unbeschränkt lassen. 

In dieser Absicht werden wir damit beginnen, Relationen zu 
entwickeln, welche zwischen den Coefficienten linearer Substitu- 
tionen überhaupt auftreten. Wir werden zweitens auf Eigen- 
schaften linearer Substitutionen aufmerksam machen, welche 
eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung trans- 
formiren in einen Ausdruck, der nur die Quadrate der neuen 
Variabein enthält. Wir werden drittens die linearen Substitutio- 
nen bestimmen, welche zwei gegebene homogene Functionen 
der zweiten Ordnung auf die Quadrate der neuen Variabeln 
zurückführen. 

Es stelle: 

ein System von n+ l Unearen Gleichungen vor, indem % die 
Werthe habe 0, 1, ... n. Durch Auflösung dieses Systemes Glei- 
chungen nach den n + i Variabein x erhält man, wie man in 
(l7) und (21) der siebenten Vorlesung gesehen, Gleichungen von 
derselben Form rücksichtlich der Variabein X: 

(2) ^H = C ^0 + ^H* ^I + ^h" ^n. 

Mit diesen linearen Substitutionen bringen wir in Verbindung 
ein zweites System hnearer Substitutionen von der Form; 



(3) F^ = e,"" y, + ^/ y, + ^/ y, 



n> 
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9a» welchen nach (32) und (|8) der siebenten Vorlesung folgende 
Auflösungen hervm'gdieu: 



w 



y«= V. + ««' ^. + 



r.. 



Zwischen den CoefBcienten a und « in diesen Substitutionen 
mfissen, weil die dnen die anderen bedingen, mannichfaltige Re- 
latioaeD Statt finden. Von diesen Relationen werden wir die ge- 
briuchUchsten entwickeln. 

Setzt man die Ausdrücke (l) und (3) in (3) und (4) und ver- 
gleicht die CoefBcienten gleicher Variabein, so erhält man: 



= «x* «; + ''»' V + 

+ ««' «x' + 



(5) 



, X 



= ^0* «0 + ^1* «1 + 



V«x" 



e * aj'. 



1 = ^/ «0* + ß,'< «jt 4- e^^ a/. 

Multiplicirt man die beiden Determinanten: 



(6) 



A ^= 









«o", «i' 



.«: 



^ = 



eo'. 


e.».. 


■•C 


e.\ 


e.'.. 


.'',' 


«.". 


«,". . 


•C 



mit einander mid stellt das Product nach (31) der siebenten Vor- 
lesung als eine Qeterminante dar, so erhält man mit Rücksicht 

auf .(5) : 

1, 0, 0, ... 



AE = 



0, 1,0, 



0, 0, 0, 



. 



. I 



eine Determinante, welche mit Rücksicht auf (l4) der siebenten 
Vorlesung sich auf die Einheit reducirt, so dass man hat: 

(7) AE ^ \. 

Man hat ferner die Gleichung: 

(8) . . . . X.T, + X,Y, + . . . X,Y, = x.y,+ xy, + ...x.y^. 
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welche durch die Substitutionen (l) und (äj oder (3) und (4) eine 
identische wird. Denn macht man die genannten Substitutionen 
und vergleicht beide Seiten der Gleichung mit einander, so er- 
hält man die Gleichungen (5). 

Diese Gleichung (8) bleibt auch eine durch die SubsUlutioneo 
identische, wenn man sowohl ihre linke als ihre rechte Seite zur 
{n + ])ten Potenz erhebt. Hierdurch erhält man mit Anwendung 
des polynomischen Lehrsatzes: 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

I7(n + 1) = 1 .2 {n + l) 

(9) .... . 

und annimmt, dass «o» ^i • • • ^n aUe gleichen und ungleichen Zah- 
len 0, I, 2 ... (n + l) bedeuten, deren Summe ist: 

(10) «0 + «1 + c^n = (« + 1). 

Mit Unterdrückung des Factors J7 (n + l) euies jeden Glie- 
des der genannten Gleichung und Aenderung der Factorenfolge 
lässt sich dieselbe bequemer so darstellen : -, 

^«0«, ...Ofn 
V i «0 «1 a» «0 «i «n 

^ofo a, . . . of„ 
In der Entwickelung des Productes: 

yo yi • • • yn 

nach den Variabein T werden wir den Coefficienten des Produc- 
tes Fq Tj . . . r„ bezeichnen mit: 



Lineare Transformation der liomogenen Functionen 2. 0. 187 
Ebenso werden wir in der Entwickeluug des Productes: 

•cq Xi . . . . a7„ 

nach den Variabein X den Coßicienten des Productes X^ X^ . , . X^ 
l)ezeicbnen mit: 

wodurch die Grössen -r4a„ a, . , . «„ als Functionen der Substitu- 
tionscoeflQcienten a, und die Grössen Ea^ aj . . . a» als Functionen 
der Substitutionscoefücienten e vollständig definirt sind. 

Denkt man sich nun die Gleichung (u) nach Potenzen der 
Variabein F entwickelt, so wird der Coefficient des Productes 
7o Fl . . . F^ in dem linken Theile der Gleichung, da (7,, ,'=i 
ist, .gerade das Product: 

Xq X^ . . . , X^, 

um den entsprechenden Coefficienten des rechten Theiles 
der Gleichung zu erhalten, wird man in dem rechten Theile der 

Gleichung für das Product t/o ^ t/t ' . . . y^*^" zu setzen haben 
^ao a, ... «n ^«0 «1 . . . «n» wodurch man erhält: 

-^ ^ao «1 • • • a« • ^0 ^1 • • • ^n • 

Da aber die genannten beiden Coefficienten in der Gleichung (li) 
einander gleich sein müssen, so hat man: 

(12) . : . X,X,...X, = ZA^^ „....«„. x^^^x,"^ . . . x^'. 

In gleicher Weise erhält man aus (ll) durch Entwickeluug 
nach den Variabein X: 

Man kann hiernach die vorausgeschickte Definition der Grös- 
sen Ä und E aufgeben, und sie als Entwickelungscoefficienten 
durch dfe Gleichungen (12) und (13) definiren, wobei es sich auf 
das Deutlichste herausstellt, dass die einen aus den anderen her- 
vorgehen durch Vertauschung der Buchstaben a und e, weshalb 
gerade die eingeführte Bezeichnung gewählt worden ist. Behält 
man aber die erste Definition der Grössen A und E bei, ent* 
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wickelt die Gleichung (12) nach Potenzen und Produclen der Va- 
riabein X, und setzt in der Entwickelung die Coefßcienten des 
Productes X^ JT, . . . X^ auf beiden Seiten der Gleichung einan- 
der -gleich, so erhält man: 

(14) .... 1 = -T C^^ a^, . . an' ^olq «i . . . a« • -^«o «i • • • «n » 

welche Gleichung man auch erhalten haben würde, wenn man 
(II) nach den Variabein X und Y entwickelte und die Coefficien- 
ten des Productes X^^ X^ . , . X^. Y^ Y^ , . . F„ auf beiden Sei- 
ten der Gleicbung einander gleich setzte. 

Dieses Resultat fassen wir zusammen wie folgt: 

Wenn die in (i) und (3) gebildeten Substitutioneo 
das. Product sämmtlicher Variabein X und das Pro- 
duct sämmtlicher Variabein Y transformireu in (12] 
und (i3), so findet unter der Bezeichnung (9) die Glei- 
chung (14) Statt. 

Im Falle « = 2 wird die Gleichung (14): 

(15) .... 1 = 6^300^300 + 6^^30^030 + ^ ^008 ^003 

+ 2^,02 ^102 + 2^210 -^210 + 2^021 ^Wl 

indem die Grössen A die Werthe haben: 

^800 ^^ V «o' <, ^030 = < «I* «1*» ^003 = < ««' «t*» 

^120 = < < < + < < < + < «l! «A 
^,02 = «o' «2* < + ^0 ««' «2' + «0* < «,^ 

^012 = «1° «2* «2^ + «1* «2* «2° + «1* «2° «2*» 

^0 = «1° < < + «1* < < + < < «oS 
^201 ^^ «a° «0* «0* + «2' ««* «ü° + «2* < «o^ 

^02, = «2° «.* «I* + «2* «,' öl" + «2* «1' «A • 

woraus die entsprechenden Grössen E hevorgehen , wenn man den 
Buchstaben a in « verwandelt. 



m 
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Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn die Substitu- 
Uonscoelificienten a den entsprechenden e gleich sind, in welchem 
Falle auch die Grössen A den entsprechenden m gleich werden. 
Denn in dieser Voraussetzung zerlegt sich nach (i4) die Einheit 
in die Summe von Quadraten. 



Die Substitutionen (i) waren bisher ganz willkürliche, denn 
die SubstitutionscoefBcienten a konnten irgend welche Werthe 
haben. Die Substitutionscoefficienten e in den aufgelösten Glei- 
chungen (2) waren durch sie bestimmt. Man kann aber auch 
die Substitutionscoefficienten e in (2) als die willkürlichen be- 
trachten und die Substitutionscoefficienten a als bestimmte Func- 
tionen der ersteren. 

Diese Willkürlichkeit werden wir fortan beschränken, indem 
wir festsetzen, dass die Substitutionen (2) eine beliebig gegebene 
homogene Function f[xQ,x^,.., a?J der zweiten Ordnung trans- 
formire in die Form: 

(16) .... /-(o^o, X, x^i = (i,X,' + (i,JC,' + . . . . (i,Ä^. 

Dass die (n + 1)' Substitutionscoefficienten e sich wirk- 
lich so bestimmen lassen, dass durch Einsetzung der Werthe von 
Xq.x^, . . . Xn aus (2) die Gleichung (16) eine identische wird, ist 
leicht ersichtlich. Denn setzt man nach der Suljstitution die Coef- 
ftcienten der Potenzen undProducte gleicher Variabein auf beiden Sei- 
ten der Gleichung einander gleich, so erhält man nur 2 

Bedingungsgleichungen zwischen den {n + ]){n +2) unbekannten 
Grössen e und fi, wodurch diese Grössen nicht I>estimmt sind. 
Man kann daher unendHch viele Substitutionen (2) bilden, welche 
der gemachten Forderung genügen, selbst wenn man die (n + i) 
Grössen (i als gegeben betrachtet. 

Dieselben ^" "*" Y" "*" ■ Bedingungsgleichungen in einer an- 
deren Form erhält man auch, wenn man die Substitutionen (i) in 
(16) macht und die Cöefficienten der Potenzen und Producte Reicher 
Variabein aufbeiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Deim 
in diesem Falle wird die Gleichung (i6) eine identische in Rüek-> 
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acht auf die Variabeln x, wie dieselbe Gleichung durch die Sub- 
stitutionen (2) eine identische Gleichung wurde in Rücksicht auf 
die Variabeln X. 

Denkt man sich nun diese Gleichung (l6) durch die Substi- 
tutionen (l) zu einer identischen gemacht und differenzirt nach o:^, 
so erhält man: 

(17) . . /. iA>^) = a/fio^o + «xVi^i + • • • • «x>n^. 

eine Gleichung, welche, da x die Werthe hato, 1, 2..n, ein 
ganzes System von (n + ]) Gleichungen repräsenürt. 

Diese Gleichungen sind als eine Folge der Substitutionen (l) 
oder (2) zu, betrachten , welche die Eigenschaft haben, die Trans- 
formation (16) zu vollfuhren, und umgekehrt sind auch die Glei- 
chungen (1) oder (2) eine Folge dieser Gleichungen. An Stelle 
der Relationen (l) oder (2) zwischen den Variabein x und X, 
welche die Gleichung (16) zu einer identischen machen, kann man 
daher auch die Gleichungen (|7) nehmen. 

Die Gleichungen {\7\ gehen über in (4), wenn man die Ver- 
tauschungen macht: 

^r(x^) mit y^ und ft^^^ mit F^, 

und die Substitutionen (4) gehen über in (I7). Da aber die Glei- 
chungen (17) nichts anderes sind als die umgestalteten Substitu- 
tionen (l), so kann man sagen, dass durch die angegebenen Ver- 
tauschungen die Substitutionen (i) und (4), also auch (2) und (3) 
in einander übergehen. 

Alle bisher aufgestellten Gleichungen sind unmittelbare Fol- 
gen aus den Substitutionen. Man wird daher in allen jenen Glei- 
chungen die angegebenen Vertanschungen machen können, sie 
müssen jedoch gleichzeitig erfolgen. 

Die erste von diesen Vertauschungen besteht darin, dass 
man setzt: 

i/'W = yx- 

Löset man das durch diese Gleichung repräsentirte System Glei- 
chungen auf, so erhält man nach (28) der siebenten Vorlesung, 
indem die Unbekannte 2x^ sich als den DifTerentialquotienten einer 
bestimmten homogenen Function F (y„, ^i , . . yj der zweiten Ord- 
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nung, der reciproken Funclioa von /*(arg, x,, .-. . a*J, darstellt, 
Gleichungen von der Form: 

Es ist hiernach gleichbedeutend, ob man setzt: 

iA' W = yx oder x^ = ^ F'{y^. 

Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei, in allen 
unseren Gleichungen folgende Vertauschungen zu 
machen: 

(18) .... U'(.rJ=yH oder \F\y^) r_^ o:^, wn^fL^X^ = F^. 

Macht man diese Vertauschungen aber in der also darge- 
stellten Gleichung (16): 

SO .erhält man : 

(19) ny.^y »«) = ^ + ^ + • • • ^- 

Dieses Resultat geben wir als einen Lehrsatz wieder wie 
folgt: 

Wenn die Substitutionen (i) und (2) die homogene 
Function f{x^,Xx,,,,x^ der zweiten Ordnung trans- 
formiren in: 

f[x^,.x,, . . . ar„) = fio^o' + f*i^i* + \^^X;, 

so transformiren die Substitutionen (3) und (4) die re- 
ciproke Function F^y^.y^, • • • yO in* 

v% yt y 9 

^(yo, y„ • . • y«) = 5^ + ^ + . . • ^ • 

Eine ganz besondere Beachtung verdient der Fall, wenn die 
gegebene Function ist: /'(.To, ar, , . . . arj = ir„* + ^r,* + . . . x\ 
und zugleich |i*o === jia, = . . =|[i^ =3 1. Denn unter dieser Voraus- 
setzung nimmt die Gleichung (|7) die Gestalt an: 

x^ = < Zo + fl^^ X, + . . . V^»- 

Vergleicht man letztere mit den Substitutionen (2), so sieht man, 
dass : 

\ = \' 
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Diese Bemerkung drücken wir als Satz aus: 

Wenn die Substitutionen: 

x^ = a^' X,+ a^'X, + ... V ^n 

den Ausdruck: 

a^Q -f- a?| -f- . . . ar„ 

transformiren in: 

Xq + -«^, + . . . A^ , 

SO sind die Auflösungen der Substitutionen folgende: 

X^ = a/ Xq + a,* a?, + . . . a* x^. 

In diesem Falle unterscheiden sich die Substitutionen (l), (3} 
von (3), (4) nur durch die Bezeichnung der Variabeln und wenn 
das letztere zutrifft, kann man die Gleichung (8) übergehen las- 
sen in: 

Xq -f- X^ + . . . X^ = Xq "t iP| "f" . . . a^n , 

indem man X^ = F^ imd x^ = y^ setzt. Daher, kann man den 
Satz auch umkehren wie folgt: 

Wenn die Substitutionen: 

x^ = a^' Xq + a^'X,+ ,,.a^-X, 

aufgelöset von der Form sind: 

X^ =r= a^ Xq + a;^ x^ + . . . «,* x^. 

so machen sie die Gleichung: 

•v + x,^ + .,.x: ^ Xq^ + X.« + . . . x: 

zu einer identischen Gleichung. 

Die Coeflficienten in den Substitutionen (i), (*i), welche (He 
Transformation (16) bewirken, haben, wenn n = 3 ist, eine be- 
stimmte geometrische Bedeutung, aufweiche wir hier aufmerksam 
machen wollen. 

Macht man nämlich die Substitutionen (2) in (16) und ver- 
gleicht beide Seiten der Gleichung, so erhält man: 
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Diese Gleichung sagt aus, dass V. e^, ef, ef und e^, ef, e^\ e^ 
die homogenen Coordinaten eines Polonpaares sind rficksichülch 
einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch homogene 
Punklcoordinaten Xo>^i>^t*^s analyrisch ausgedrückt sich also 
darstellt: 

Aa^o» ^i> «t> ^s) = 0. 

Es sind daher die 16 CoefTicienten e in den Substitutionen 
(ij die Coordinaten eines Systems harmonischer Pole der genann- 
ten Oberfläche. 

In gleicher Art erweisen sich aus (l9) die 16 Substitutions- 
coefficienten a in (4) als die homogenen Coordinaten eines Systemen 
harmonischer Polarebenen einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
durch Ebenencoordinaten yQ,y\yyt,y^ ausgedrückt sich also dar- 
stellt: 

^ii/o*yi,yt*yt) = o. 

Die genannten beiden Oberflächen zweiter Ordnung erweisen 
sich aber nach der doppelten Darstellungsweise der Oberfläche 
zweiter Ordnung durch Punktcoordinaten oder durch Ebenenco- 
ordinaten als ein und dieselbe Oberfläche, und aus der geome- 
trischen Deutung der Gleichungen (5) im Falle n = 3 entnehmen 
wir den Beweis, dass das System harmonischer Polarebenen ge- 
rade das System von 4 Ebenen ist, welche je drei Iiarmonische 
Pole aus dem genannten System harmomscher Pole der Oberfläche 
verbinden. 

Die geometrische Deutung der Substitutionen selbst im Falle 
it = 3 behalten wir der nächstfolgenden Vorlesung vor. 



Da die (n-f-i)* Coefflcienten in den Substitutionen (l) oder 
(2), welche den Ausdruck (16) transformiren, noch eine grosse 
V^kurlichkeit zulassen, so werden wir fortan annehmen, dass 
diese Substitutionen zwei gegebene homogene Functionen zweiter 
Ordnung f{x^,x^,.., x^ und tp {X^, X^, . . X^ transformiren in: 

f{x,, .T., . . . OrJ = flo^o* + /*l-^l* + . . . i^nX;, 

(20) .... 

fp{x^, x^, . , .x^, = v^X^^ + »'i A^,* + . . . ^'»A',». 

Hesse, Analyl. Geomrlr. J3 
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Man überzeugt sich leicht, dass diese Annahme nichts Un- 
mögliches enthält. Denn macht man in (20) die Substitutionen (ij 
und vergleicht beide Seiten der Gleichungen, so erhält mau 
(n + i){n + 2) Bedingungsgleichungen zwischen den (n + ])' za 
bestimmenden Substitutionscoeflficienten e und den 2 (n + l) fer- 
neren Unbekannten (i und v. Man hat also (« + l) Unbekannte 
mehr als Bedingungsgleichungen. Daraus ist ersichtlich, dass von 
den (n -|- i) (n -f 3) Unbekannten (« + l) beliebige Werthe anneh- 
men können, während die übrigen durch sie bestimmt sind. 
Welchen (n + l) Unbekannten beliebige Werthe zuertheUt wer- 
den können, und wie die Werthe der übrigen sich daraus bestim- 
men lassea, werden wir zum Schlüsse der Untersudiung ausein- 
andersetzen. Gegenwärtig werden mr weitere Folgerungen aus 
unserer Annahme ziehen. 

Wenn wir die zweite Gleichung (20) als eine durch die Sub- 
stitutionen (i) identische Gleichung betrachten und nach x^ dif- 
ferenziren, so erhalten wir: 

eine Gleichung, welche in (4) übergeht und welche wieder aus 
(4) hervorgeht, wenn man die Vertauschungen macht: 

i9(a:J mit y^ und v^X^ mit 1\, 

Durch diese Vertauschungen gehen die Substitutionen (l) und 
(4) in einander über, gerade so wie dieses auch durch die Ver- 
tauschungen (18) geschah. Da aber alle bis dahin aufgestellten 
Gleichungen Folgen sind der Substitutionen (l) bis (4), welche den 
Gleichungen (20) identisch genügen und diese Gleichungen selbst 
als Folgen aus den so definirten Substitutionen zu betrachten sind, 
so kann man in allen bisher aufgestellten Gleichungen diese Ver- 
tauschungen machen. 

Die erste Vertauschung geschieht, indem man setzt: 

Durch Auflösung dieses Systemes Gleichungen nach den Variabehi 
X erhält man, wenn man mit <^ (y«» l/i» • • • yj ^^^ reciproke Func- 
tion von 9(ar„, .t„ . . . a:„) bezeichnet: 
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Eb kt dalier gkachbedeiHeiid ob man seUl: 

Hiernach ist es erlaubt, iu allen unseren Gleichun- 
gen folgende Vertauschungen zu machen: 

(«I). . . 49>Vx) =y% ^^er i<I>'(y») = ar^. und v^ X^ = F„. 

Macht man diese Vertauschung in der zweiten also darge- 
stellten Gldchung (ao): 

80 erhalt man die Gleichung: 

(22) . . . <I>(y..y,. . . . y,) = ^ + Zl* + . . . ^*. 

Die Bedingungen dieser Gleichung (22) und der Gleichung 
(19) fassen wir in dem folgenden Satze zusammen: 

Wenn die Substitutionen (l) und (2) die homogenen 
Functionen f[xQ,x^, • • • ^n) "^d (p{x^,x^, . . . .r„) der zwei- 
ten Ordnung transformiren in: 

/•(aJ., Xu . . . a:J = iL,X,' + fi, Z.« + . . . iL,X,\ 

q>{x,, X,, . . . a-„) = v,X,' + v, ^T,* + . . . v^X^, 

so transformiren die Substitutionen (3) und (4) die re- 
ciproken Functionen F(y^,y^, ...yj und ^[y^^y^ - . .yjin: 

Wir haben in dem Vorhergehenden zwei Hüifsmittel ge* 
sdiafien, um aus einer beliebigen Gleichung, die durch die Sub- 
stitutionen (1) bis (4), welche die Transformationen (20) bewirken, 
eine identische wird, neue Gleichungen abzuleiten, nfimlich die 
Vertauscbungen (18) oder (21). Da die auf diese Weise abgelei- 
teten Gleichungen wieder durch die Substitutionen identische Glei 
ehungen werden, so sind wir in der Lage die vorhandenen Glei* 
cbungen in das Unbegrenzte zu vernetfälügen. 

13* 
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Macht man zum Beispiel in der Gleichung (22) die Vertau- 
schung (18) und in der Gleichung (19) die Vertauschung (21) und 
setzt der Kürze wegen : 






so erhält man mitEinführung der neuen Bezeichnungen /l^, und 9)_,: 

z"^. = ^ihn^o). u\^i), ... i/>.)) 

(24) ... . 

9>-i = -*'(j9^Vo), i9>i), ... i^^V,^) 

Diese Gleichungen hew eisen den Satz: 

Wenn die Substitutionen (l) und (2) die homoge- 
nen Functionen zweiter Ordnung /"(ar^, ar,, . . . arj und 
9>(a^o» ^1» • • . ^f) transformiren in die Form: 

f{x^^ o:,, . . . a:J = fi^^o* + /i*,^,* + . . . f*«^»*. 

q>[x^,x,, . . . or J ^ Vq^o* + v^JT,* + . . . v^JT^*, 

so transformiren dieselben Substitutionen die homo- 
genen Functionen zweiter Ordnung: 

^^(i/'Vo), hf\x,), . . . 4/Vj) = U, und 
^(i9>Vj» ^yVi), . . . i9>VJ) = 9>-.i in: 
/!+., = fio Aq JTo* + ^1 A, X,' -f . . . . ^^ A^ X^, 

Dieser Satz ist die Quelle zur Herleitung einer unbegrenzten 
Zahl Ton Gleichungen, welche durch die Siü[)stitutionen (l) und 
(2) zu identischen Gleichungen werden. Denn wir haben vier ho- 
mogene Functionen f,g>, f^i,(p_i der zweiten Ordnung, von wel- 
chen je zwei den Bedingungen des Satzes genügen. Es lassen sich 
demnach aus je zwei derselben zwei neue homogene Functionen 
zweiter Ordnung herleiten, die durch die Substitutionen (2) nur 
auf die Quadrate der neuen Variabein X zurückführen. Diese 
neuen Functionen genügen aber wieder den Bedingungen des Sa« 
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tzes und können zur Herleitung neuer homogener Functionen 
zweiter Ordnung von gleicher Eigenschaft dienen. 

Auf diese Weise sehen wir aus den beiden gegebenen Func- 
tionen (20) f und tp andere homogene Functionen zweiter Ord- 
nung von den Variabeln x, f^ und 9?^, hervorgehen, welche durch 
die Substitutionen (2) die Gestalt erhalten: 

/p = f*o v^o* + f*, i,'^,' + . . . i^.K'x:. 

wo p irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Alle diese Functionen sind rational in Rücksicht auf die Coeflß- 
cienten in den gegebenen beiden Functionen f und g>, aus wel- 
chen sie hervorgegangen sind. 

Durch die Vertauschungen (l8) und (21) gehen aus den ho- 
mogenen Functionen (25) die homogenen F^ und <Z>p der zweiten 
Ordnung rücksichtlich der Variabein y hervor, die durch die Sub- 
stitutionen (4) die Gestalt erhalten: 

und welche ebenfalls rational aus den Coefßcienten der gegebe- 
nen Functionen f und q> zusammengesetzt sind. 

Um noch andere merkwürdige Relationen herzuleiten, difTe- 
renziren wir, indem wir uns die vorhergehenden Gleichungen 
durch die Substitutionen (l) und (3) zu identischen Gleichungen 
gemacht denken, die erste Gleichung (25) nach x^ und die erste 
Gleichung (26) nach y^, wodurch wir erhalten: 

m . . . i^;w - ^/^ ^0 + ^x^ 7!^ ^. + • • • ^/'^ ^«- 

Wir bilden ferner die Determinanten [o] vom (n + l)ten 
Grade rucksichtlich der Variabein x: 



(29) ■ • • [«] = 



I 



u:«). ^rM)> ■■■ ^/'.'w 



m 
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•' Durch Einsetzen der Werthe (^) der Componenten. zerfölU 
diese Determinante nach (31) der siebenten Vorlesung in das Pro- 
duct zweier Determinanten, von welchen die eine unter (6) mit 
A bezeichnet worden ist. Der andere Factor ist die Deterjni* 
nante: 

H ^0 ^0 y (^i ^/ ^ty • • • /^n V ^n 



f*0 V ^0 * ^1 ^l" ^1» • • • f*n C ^n 



Aber diese Determinante ist nach {f9) der siebenten Vorle- 
sung wieder das Product zweier Factoren, von welchen der eine 
Factor ist: 

und der andere Factor die Determinante L: 



L = 



^0 > ^1 » 

"■0 * '^\ * 



*0 » '*'i » 






Erinnert man sich der Bildungsweise der Determinante L zu 
Anfang der siebenten Vorlesung aus der Entwickelung des Pro- 
ducts der Differenzen: 

und bemerkt, dass in der Determinante L die oberen Indices 
der Grössen A^, A„ . . . A„ wirkliche Exponenten bedeuten, so sieht 
man, dass jene Determinante eben jenem Producte gleich ist, wes- 
halb man hat: 

(30) X = (A, -- Ao) (A, - Ao) . . . (A, - A_,)- 

Hiernach ist: 

(31) M =f»,^i...f*n^o-^i--^«-^-^- 

Bildet man in gleicher Weise die Determinante [e]: 



(32) 
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H = 



4^;(y»). 4^.><). ;•• 4^.'W 



und setzt die Werthe (28) der Couiponenteo ein, so erhält man 
nach analogen Reducüonen: 



(33) 



M 



Vo rt '" yn 



Setzt man endlich um abzukürzen: 



E.L, 



(3*) . . . . ^ M = (lo (li . . . (In* 

SO kann man die Gleichungen (3lj und (33) also darstellen: 
X Y Y — S^ 

(35) : 



M.A.L 



^0 Y^ 



r„ = 



_ M,\e\ 



E , L 



Es seien nun die Entwickelungen der in (29) und (32) defi- 
nirten Determinanten \a\ und [e] nach Potenzen und Producten 
der Variabein in denselben: 



(36) . 



M=-^%.,...«,.^o"°^t"'...^n"\ 



M =-- ^^a, a, . 



yo yi 



woselbst die Grössen a und e rationale Functionen der Coefticien- 
ten in den gegebenen Functionen f und g? darstellen. Setzt man 
diese Ausdrücke von [a] und [e] in (35) ein, so erfüllen die Aus- 
drücke (35) die Bedingungen des ersten Satzes der gegenwärtigen 
Vm^lesung, durch dessen Anwendung man mit Berücksichtigung der 
Gleichung (7) AE=} erhalt: 



(37) 



i:c, 



«0 «1 



«n • ^«0 «J 



O^n 



Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn eine der 
beiden gegebenen Functionen f oder q> die Summe der Quadrate 
der Variabein ist, zum Beispiel wenn: 
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und wenn die Sübstilutionen (2) diese Function transformiren 
in : 

cp = ^0» + ^1* + . . . x:, 

indem i/^, = v, =:=...= v^ = i , während dieselben Substitutionen 
die Function f transformiren in: 

und man wird in dem Folgenden sehen, dass die Substitutionen 
(2) dieses immer zu leisten vermögen. 

In diesem Falle sind nach einem früher gegebenen Satze die 
SubstitutionscoefQcienten a den entsprechenden e gleich. Es ist 
daher nach (6) A = E. Da ferner sich die Substitutionen (ij 
und (3) nur durch die Bezeichnung der Variabein von einander 
unterscheiden, so werden auch die Producte der einen von den 
Producten der anderen in ihren Entwickelungen (35) sich nur ui 
der Bezeichnung der Variabein von einander unterscheiden; wes- 
halb man hat: 



M.A.L E,L 

oder : 

^Ogp «1 . . . «n 

^«0 «1 . . . a« M} ' 

und wenn man diesen Werth von ^a a . . . « "* (^7) substiluirl, 
so erhält man: 

(38) X*. M^ = EC„ « „ '< „ 

Man sieht hier, wie sich das Quadrat eines bestimmten Aus^ 
drucks L. M zerlegt in die Summe von Quadraten. Verschwin« 
det der Ausdruck, so zerlegt sich die eine Bedingung seines Ver- 
schwindens unter der Voraussetzung der Realität in so viele Be- 
dingungsgleichungen als man verschiedene Quadrate hat, aus wel- 
chen das verschwindende Quadrat zusammengesetzt ist. 

In der sechsundzwanzigsten Vorlesung über die Bedingungen 
der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung wird im Falle it = 2 
diese Zerlegung des Quadrates Z' . 3^ in die Summe von Quadraten 
dazu dienen, um ein dort auftretendes Paradoxon zu erklären. 
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Nachdem wir in den vorausgegaDgenen Sätzen und Gleichun- 
gen mannichfalüge Eigenschaften der Substitutionen (1) bis (4), 
welche die Transformationen (20) bewirken, dargelegt haben, so 
bleibt noch fibrig diese Substitutionen selbst zu bestimmen und 
die Werthe der Coefficienten (i und v in den transforroirten Aus- 
drücken (20) festzustellen. 

Ein Weg ziu* Lösung dieser Aufgabe ist bereits am Anfange 
der Untersuchung angedeutet worden. Macht man nämlich in (20) 
die Substitutionen (2), so erhält man durch Vergleichung beider 
Seiten der Gleichungen (n + l) [n + 2) Gleichungen zwischen den 
(n + (^ + 3) zu bcdtimmenden Unbekannten. Diese Gleichun- 
gen hätte man weiter zu behandeln. 

Ein zweites dem angegebenen äquivalentes System Glei- 
cliungen zwischen einer gleichen Zahi von Unbekannten erhält 
man, wenn man in (20) die Substitutionen (i) macht und beide 
Seiten der Gleichungen mit einander vergleicht. 

In beiden Fällen sieht man, dass die Zahl der Unbekannten 
um {n + ]) grösser ist als die Zahl der Gleichungen zwischen 
den Unbekannten. Daher müssen (n + i) von den Unbekannten 
willkürlich bleiben und die übrigen sich durch diese. ausdrücken 
lassen. 

Versucht man das eine System von Gleichungen auf das an- 
dere äquivalente zurückzuführen, so ergiebt sich daraus eine 
dritte Behandlung der Aufgabe, welche sich durch grosse Ein- 
fachheit für die Darstellung empfiehlt und der wir deshalb hier 
den Vorzug geben. 

Betrachtet man die Gleichungen (20) als identische durch 
die Substitutionen (i) und dififerenzirt nach Xj^, so erhält man: 

i<P>i) -- V^^o + «x' v,X, + . . . . a^^ v^ ^„ * 

Gleichungen, welche gleich wie die Gleichungen (2o) aus den Sub- 
stitutionen folgen. 

Die Substitutionen werden erfüllt, wenn man 
lur; X^, -A j , . . . -A^, . , . X^ 

setzt: 0, 0, . . . 1 , ... 
und zugleich 



202 Achtzehnte Vorlesung. 

für: a:„, a:, , . . . . ar^ 
setzt: CfP^, ^jX, . . . . e^n . 

Die angegebenen beiden Gleichungen müssen dadurch auch er- 
füllt werden; weshalb man hat: 






Eliminirt man a^ aus diesen Gleichungen, so erhält man mil 
Rücksicht auf die Bezeichnung (23): — = A^: 

(39) f{e^) - Ah ^\e^) = o. 

Aus dieser Gleichung geht, wenn man für X setzt 0, 1, 2, . . « 
ein ganzes System von (w + l) Gleichungen zwischen den [n + 2) 
Unbekannten hervor: 

1 />*»/>» " 

'^X» » *^l » • • • ^fi • 

Dieses System von (n + i) Gleichungen ist linear und homo- 
gen in Rücksicht auf die letzten [n + l) Unbekannten. Eliminirt 
man dieselben, so erhält man die Gleichung vom (n -f- l)ten Grade 
in Rücksicht auf die eine Unbekannte A^ : 



(40) .. J~ 



'^lo ~" ^x^o' «11 — ^x^i' ••• ^in — ^x*«» 

«nO.— ^x^nO» «nl " ^x^nl» • • • «nn " ^x ^n n 



Die (n + l) Unbekannten A^, A, , . . . A^ sind demnach die Wur- 
zeln dieser Gleichung J = o vom {n + j)ten Grade. 

Hat man dieselben bestimmt, so kann man aus dem Systeme 
Gleichungen (39) für jedes x die Verhältnisse der Unbekaunlea: 



«^0 , ^1 > • • • <^n 



berechnen, während das Verhältniss von (i^ : v^ durch die Glei- 
chung (23) — =- A^ gegeben ist. 
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Nimmt man an, die (n + l) Grössen Vq, v, , . . . v^ seien ge- 
geben, so bestimmt die Gleichung (23) 9^%^==^^''*^* ^^ (^ + 
Grössen jn^, f*i . «• • • f*«- 

Um endlich nicht bloss die Verhältnisse von €o*, e *, ...««* 
festzustellen, sondern die Werthe dieser Grössen selbst, setzen 
wir in der zweiten Gleichung (20) für A'o, ^j , . . . ^^, . . . ^T. re- 
spective 0,0, ... 1, ... und für Xo, o;,, . . . o?. respective 
^0*»^/» . . . e/, wodurch diese Gleichung übergeht in: 

(41) (pieo\ e*, . . , O = v^. 

Kennt man nun nach dem Vorhergehenden die Verhältnisse 
der SubstitutionscoefKicienten «/, e,*, . . . e/, so giebl diese Glei- 
chung, weil v^ eine gegebene Grösse ist, die Vi^erthe der Sub- 
stitutionscoeiücienten selbst. 



Neunzehiite Vorlesung. 

Lineare Coordinaten- Transformation. Trans- 
formation rechtwinkliger Coordinatensysteme 
mit demselben Anfangspmikt. 



Wenn irgend drei Gleichungen zwischen den drei rechtwink- 
ligen Coordinaten x,y,z eines beliebigen Punktes n im Räume 
und drei anderen« Grössen X^ T,Z gegeben sind, so nennt man 
letztere im weitesten Sinne des Wortes Coordinaten des Punktes, 
weil sie gleich viel ob eindeutig oder mehrdeutig durch die ge- 
gebenen Gleichungen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
und durch sie den Punkt % im Raum bestimmen. 

Ein specieller Fall solcher Coordinaten sind die elliptischen 
Raumcoordinaten, weicht den Gegenstand einer besonderen Vor- 
lesung bilden werden. 
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Ein auderer specieller Fall ist der, wenn die drei gegebe- 
nen Gleichungen von der Form sind: 

(•) ^=1 ^=1:' ^=g' 

in welchen sämmtliche V lineare Ausdrücke allein der recht^idnik- 
ligen Coordinaten bedeuten. In diesem Falle nennt man die Coor- 
dinaten X, Y,Z lineare Coordinaten, weil sie durch die 
rechtwinkligen Coordinaten eindeutig bestimmt sind , und weil sie 
zugleich wieder die rechtwinkligen Coordinaten eindeutig be- 
stimmen. 

Um die geometrische Bedeutung dieser linearen Coordinaten 
festzustellen f bilden wir die Gleichungen von vier Ebenen: 

ü^ =r= 0, U^ =^ 0, ü^ = 0, U^ = 0, 

welche durch die Transformationsformeln (l) gegeben sind. Auf 
diese vier, als die Seitenflächen eines Tetraeders, des Coordi- 
naten-Tetraeders, aufgefassten Ebenen, werden wir die li- 
nearen Coordinaten beziehen. 

Die Gleichungen der vier Ebenen fuhren wir durch Multipli- 
cation mit den Factoren (Iq, (^t, f^t, fis nach (5) der zweiten Vor- 
lesung zurück auf ihre Normalformen: 

Af^ r-r 0, A^ = 0, A^ = 0, A^ :^r:= 0, 

welche mr in (l) für die allgemeinen Formen einführen, indem 
wir setzen: 

Da in die Gleichungen (i) nur die Verhältnisse der Factoren 
(i eingehen, so kann man, ohne die Allgemeinheit dieser Glei- 
chungen zu beschränken , annehmen , dass sämmtliche Factoren fi 
kleiner als i seien und gleich den Sinus gewisser* Winkel, nämlich: 

ftg = siu «Q , l^i'-^ sin a^, (i^= sin of^ , (1^^^= sin a^ . 

Wir denken uns nun vier Richtungslinien Lq, Lt, L^, L^ \m 
Räume , jede derselben einer Seitenfläche des Tetraedei's entspre- 
chend der Art, dass die Richtungsiinie L^ mit der Seitenfläche 
üf, = o den Neigungsmnkel a^ bildet, dass die Ricbtungslinie A 
mit der Seitenfläche U^ = o den Neigungswinkel er, bildet, und 
so ferner. Ziehen wir alsdann von dem Piuikte n. vier gerade 
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Linien parallel den vier bestimmten Richtungslinien bis sie re- 
spective die Seitenflächen des Tetraeders schneiden, und bezeich- 
nen ihre Längen mit /«, /i, /j, h so haben wir, weil ^o» -^i» ^t» ^s 
nach (8) der zweiten Vorlesung die negativen Abstände des Punk- 
tes Ä von den Seitenflächen des Tetraeders ausdrücken: 

-h=Uo. -h^TJ,, -h=U,, ~/,= ^„ 

und die Gleichungen (l) gehen bei dieser Bezeichnung über in: 

welche Gleichungen die geometrische Bedeutung der linearen 
Coordinaten 2l, Y, Z erkennen lassen. 

Löset man das System Gleichungen (l) nach den rechtwink- 
ligen Coordinaten des Punktes n auf, so erhält man Gleichun- 
gen von derselben Form: 

-indem sämmtliche u lineare Ausdrücke der linearen Coordinaten 
X, Y,Z bezeichnen, von derselben Willkürlichkeit in den Coeffl- 
cienten als die Ausdrücke U in den Gleichungen (i). Man kann 
daher auch die Gleichungen (2) an Stelle der Gleichungen (1) als 
die ursprünglichen nehmen. 

Es ist in vielen Fällen zweckmässig statt dreier linearer Co- 
ordinaten vier homogene lineare Coordinaten X,Y,Z,P 

X. Y Z 
ZU brauchen, indem mau für X, Y,Z setzt ^» -5» ^ • Sie be- 

Jr £^ Jz 

deuten gerade die in dem Vorhergehenden bezeichneten Längen 
hfhfhfh' Multipiicirt man nach Einführung dieser vier Coor- 
dinaten Zähler und Nenner der Ausdrücke (2) mit P, so werden 
cKe u von der Form: 

^ Wo = ar^X + Xi^Y + x^Z + x^P, 

u, =yo^ + ytr + y,Z + y,P, 

(3) 

u, = ZoX + z^Y+ z,Z + z,P, 

W3 = poX + p^ Y + p^Z + p^P. 
Die geometrische Bedeutung der 16 Coefificienten in diesen 
Ausdrücken ergiebt sich, wenn man je drei von den linearen ho- 
mogenen Coordinaten gleich setzt. Setzt man zum Beispiel 
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r=::=Z = /> = o, wodurch der Schnittpunkt der drei Ebenen 
üi = o, Ufj^o, üi = o ausgedrückt wird, so erhält man für die- 
sen Schnittpunkt aus (2) die rechtwinkligen Ceordinaten: 

Po ^ Po Po 

Es sind hiernach ocQ,yo, Zq,p^^ die rechtwinkligen homogenen Ce- 
ordinaten der Ecke des Coordinaten-Tetraeders, welche der Sei- 
tenfläche Uq = o gegenüber liegt, und so ferner. 

Ein specieller Fall unserer linearen Coordinaten-Bestimmung 
verdient hervorgehoben zu werden, weil er eine statische Deu- 
tung zulässt. Wir meinen den Fall, wenn p^ = p, = p, = /?, = i, 
für welchen die Gleichungen (2) die Gestalt erhalten: 

^'~- x+ r + z + p 

^'*^ ^ ~ X + r + Z + P 

_ zq X + z,r + z,z+ kp 
^ ~ X + y + z + p 

Betrachten wir nämlich die Längen der linearen homogenen 
Coordinaten Ä, ¥, Z, P als Gewichte , welche an den Ecken des 
Coordinaten-Tetraeders ohne Masse in der Richtung der Scbwe^ 
kraft wirken, so sind bekanntlich die Ausdrücke für x,y,z die 
rechtwinkligen Coordinaten des Schwerpunktes « des Systemes, 
dessen Lage sich im Räume zugleich mit den Gewichten beliebig 
ändert. Diese Gewichls-Coordinaten bilden das Fundament des 
barycentrischen Calculs von Moebius, eines der vielen Hülfanit- 
tel zur analytischen Behandlung ' der Geometrie. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurück und führen, 
indem wir für die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z setzai 

— , — , — die homogenen rechtwinkligen Coordinaten ein,i(lo er- 
P P P "^ 

geben sich aus (2) folgende Substitutionen: 

X = XqX + XiY + x^Z + oc^P, 

y = yo^ + Vi Y + ytZ + y, P, 

z = z,X + z, r+ z,Z + z,P, 

p = p,X + p,Y + p^Z + p,F 
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»ir Uebeiiragung aus dem rechtwinkligen System io das Teürae- 
der-System« 

Die aufgelösten Gleichungen (6): 

X == UqX + v^y + WqZ + r^p, 

r ~ UiX + r,y + WtZ + r^p, 

(6) 

2 = w,a: + v^y + w^z + r,jt>, 

P = u^x + v^y + rvf^z + r,p 

dienen zur Uehertragung aus dem Tetraeder-System in das recht- 
winklige System. Die Coefficienten in den letzten Gleichungen 
emveisen sidi als die Coordinaten der vier Seitenflächen des Coor- 
dinaten-Tetraeders. 

Die Coefßcieiften in beiden Substitutionen (5) und (6) sind 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes %, Sie hängen ab 
von der Lage der Coordinatensysteme zu einander und ihrer Ge- 
stalt. Sie hängen ausserdem ab von den Richtungslinien X, weil 
in die Substitutionen nicht bloss die Verhältnisse der homogenen 
Coordinaten der Ecken oder die Verhältnisse der homogenen Co- 
ordinaten der Seitenflächen des Coordinaten-Tetraeders eingehen. 

Wenn neben dem genannten Tetraeder-System noch ein zwei- 
tes derselben Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen von dersel- 
ben Form als (5) den Uebergang von dem rechtwinkUgen System 
in das zweite Tetraeder-System. Setzt man in beiden Systemen 
Gleichungen die Ausdrucke x einander gleich, ebenso die Aus- 
drjK^ke für y, und so ferner, so erhält man Relationen für di« 
Uehertragung von einem Tetraeder-System in ein anderes Te- 
traeder-System. Die Auflösungen dieser linearen Relationen nach 
den Coordinaten ein und desselben Systemes fähren wieder auf 
Gleichungen von der Gestalt (5} zurück. In diesen Gleichungen 
hängen die Coefficienten der Coordinaten des anderen Systemes 
aUein ab von der Lage der Tetraeder- Systeme zu einander, von 
ihrer Gestalt und von den RichtungsUnien beider Systeme. 

Durch diese linearen Transformationen ändert sich die Ord- 
nung einer homogenen Gleichung nicht. Deshalb wird jede ho- 
mogene Gleichung der Coordinaten der zweiten Ordnung, gleich- 
viel auf welches lineare Coordinatensystem sie sich bezieht, im- 
mer eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellen, sowie eine ho- 
mogene Gleichung erster Ordnung eine Ebene; und eine beliebig 
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gegebene Oberfläche zweiter Ordnung oder Ebene wird in jedem 
linearen Coordinatensystem sich durch eine Gleichung zweiter 
oder erster Ordnung analytisch ausdrücken lassen. 

Nimmt man an, die Gleichungen (5) seien die Transforma- 
tionsformeln zur Uebertragung von einem Tetraedersystem in ein 
beliebiges andere, und es sei die Gleichung einer Ebene in dem 
ersten System gegeben: 

ux + vy + WZ -^ rp=i 0, 

so geht dieselbe durch die Substitutionen (5) über in eine von 
gleicher Form: 

ÜJ^ + VY i- WZ + RP=o, 
indem man hat: 

U = XqU + yov + ZqW + p^r, 

V= x^u + y^v + ZiW + p^r, 

(7) 

W:=x^u ,-f y,v + z^w + />,r, 

R = x^u + y^v + Z3W + p^r. 

Nennt man die die Ebene im ersten Coordinatensystem be- 
stimmenden Coefficienten u,v,w,r homogene Ebenencoor- 
dinaten in dem ersten, und demnach die Coeificienten U, F, W, R 
homogene Ebenencoordinaten in dem zweiten linearen Coordina- 
tensystem, so hat man' zur Uebertragung aus dem einen System 
in das andere die Gleichungen (7). 

Löset man diese Gleichungen auf, um die Ebenencoordina- 
ten des ersten Systemes auszudrücken durch die entsprechenden 
Ebenencoordinaten des zweiten Systemes, so erhält man, da die 
Gleichungen (6) die Auflösungen sind der Gleichungen (5), auf 
Grund von (23) der siebenten Vorlesung: 

u = u^U + u,V + u^W+ u,R, 

V = voü + v^V + v^W+ v^R, 

(8) 

«; =:= WqÜ + w^ V + w^W + w^R, 

r = r,U + r,V+r,W + r,R, 

Auch diese Substitutionen ändern die Ordnung einer homo- 
genen Gleichung nicht. Es ist daher in jedem linearen Coordi- 
natensystem eine homogene Gleichung der zweiten Ordnung in 
Ebenencoordinaten der analytische Ausdruck für eine Oberflftche 
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zweiter Ordnung, und eine homogene Gleichung der ersten Ord- 
nung der analytische Ausdruck für einen Punkt. 

Wir schliessen diese allgemeinen Betrachtungen mit der Be- 
merkung, dass, wenn man in der Gleichung einer auf ein belie- 
biges lineares Coordinatensystem bezogeneu Oberfläche zweiter 
Ordnung in Punktcoordinaten eine der Coordinaten gleich o setzt, 
man den analytischen Ausdruck der Curve erhält, in welcher die 
dne Seitenfläche des Coordinaten-Tetraeders die Oberfläche schnei- 
det. Da hierdurch die Ordnung der Gleichung sich nicht ändert, 
so nennt man mit Recht jede Schnittcurve einer Oberfläche zwei- 
fer Ordnung und einer Ebene, die wir in der vierzehnten Vor- 
lesung als einen Kegelschnitt erkannten, eine Curve zweiter 
Ordnung. 

Als einen speciellen Fall des Tetraeder-Goordinatensystems 
lässt sich das schiefwinklige Coordinatensystem betrachten. Denn 
lässt man drei Ecken des Coordinaten-Tetraeders in das Unend- 
liche fallen, und nimmt an, dass drei von den Richtungslinien 
respective den drei im Endlichen hegenden Kanten des Tetrae- 
ders parallel gehen, so hat man das schiefwinklige Coordinaten- 
system. 

Um aus den allgemeinen Transformationsformeln (2), (3) die 
diesem Falle entsprechenden herzuleiten, hat man zu setzen 
p^=:=Pi=Pf^^o, und da für alle im Endlichen liegenden Punkte 
die ihnen entsprechenden unendlich grossen Werthe von P ein<* 
ander gleich und constant sind, so nehmen die Gleichungen (2) 
die Form an: 

x = aX + aY -f- aZ -h a\ 

(9) y = fe^ + fe'F -I- h'Z + r, 

woselbst a' = -\ \{" = ^, c" = ^ die rechtwinkligen 

V% Pn Pi 

Co<Nrdinaten der im Endlichen liegenden Ecke des Coordinaten- 
Tetraeders, des Anfangspunktes des schiefwinkligen Systeme», be 
deuten. Kese Bedeutung ergiebt sich auch aus den Transforma- 
tionsformeln (6;, wenn man daselbst setzt: X=Y=Z=o. 

Der Durchgang durch das Unendliche zur Herleitnng der 
Formein (9) wird auf folgendem Wege vermieden. 

Hesse, Aaalyt« Gsomelr. J^^ 
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Es seien: 

A^ == 0, Ax = 0, A^ = 

die Normalformen der Gleichungen der drei Coordinatenebenen 
irgend eines schiefwinkligen Coordinatensystems bezogen auf das 
zum Grunde gelegte rechtwinklige Coordinatensystem. Bedeuten 
nun X, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes n im Räume, 
so sind Äfi,A^,A^ die negativen senkrechten Abstände des Punk- 
tes ft von den erwähnten drei Coordinatenebenen. Beseichnet 
man mit ao^a,,^, die Winkel, welche die Schnittlinien je zweier 
Coordinatenebenen, die Coordiuatenaxen des schiefwinkligen Sy* 
Sternes, mit der dritten Coordinatenebene bilden, und mit X, Y,Z 
die Coordinaten des Punktes it in d^n schiefwinkligen System, 
welche den Coordinatenaxen parallel gehen, so hat mau zur Be- 
stimmung dieser Coordinaten folgende lineare Gleichungen: 

(10) , . . X = =^^ r= =^', z ^ =1^*, 

^ ' sintto sin«! snicfg 

in welchen die geometrische Bedeutung der in ihnen enthaltenen 
12 Constanten ohne Weiteres zu Tage tritt. Die Auflösungen die- 
ser Gleichungen nach den Coordinaten des rechtwinkligen Syste- 
mes geben aber Gleichungen von der Form (9). 

Wie diese Gleichungen (9) den Li cbergang vermitteln von dem 
rechtwinkligen Coordinatensystem in ein beliebiges schiefwinkli- 
ges Coordinatensystem, so dienen analog gebildete Gleichungen 
mit veränderten Constanten zur Transformation von dem repht- 
winkligen System in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Coordi- 
natensystem. Setzt man nun in beiden Systemen Gleichungen 
die Ausdrücke für x, für y u. s. w. einander gleich, so erhält man 
drei lineare Gleichungen zur.Uebertragung von dem einen schief- 
winkligen System unmittelbar in das andere. Aus den Auflösun- 
gen dieser Gleichungen nach den Coordinaten ein und desselben 
Systemes gehen Gleichungen hervor, wieder von der Form f9), 
wobei zu bemerken ist, dass die 12 Coeflicienten in den aufge- 
lösten Gleichungen unabhängig sind von der Lage des beliebig 
im Räume gewählten Punctes tt, und nur abhängen von der Lage 
und Gestalt der beiden Coordinatensysteme. 

Wir werden im Folgenden annehmen, die' Gleichungen (9) 
seien die Transformationsformeln von einem schiefwinkligen Coor-^ 
dinatensyslem in ein beliebiges anderes schiefwiukiiges Coordi- 
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natensystem, um die geometrische Bedeutung der 12 Constanten 
unter dieser Voraussetzung zu ermittein. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den beliebigen Punkt it im 
Räume in den Anfangspunkt des zweiten Coordinateusystemes 
XYZ fallen, indem wir setzen X=Y--Zx=o, wodurch die 
Coordinaten des genannten Anfangspunktes in dem ersten Systeme 
erhalten werden x=^a'\y :=^h"\z = c'\ Es bedeuten also 
die Constanten a'", fe'", c" in (9), die Coordinaten des An- 
fangspunktes des zweiten Systemes in dem ersten. 

Setzen wir x + ci'\ y + h"\ z + c" respective für x, y, z, so 
ändern wir damit nur den Coordinatenanfangspunkt des ersten 
Coordinateusystemes, indem wir ihn in den Coordinatenanfangspunkt 
des zweiten Systemes verlegen, lassen aber die Richtungen der 
Coordihatenaxen des ersten Systemes ungeändert. Durch diese 
Veränderung gehen die Gleichungen (9) über in: 

X = aX + aY -^^ a'Z, 

(IJ) . , y =:= hX + h'Y + h"Z, 

z = cX + cY + c'Z, 

Sie vermitteln den Uebergang von einem beliebigen schiefwinkli- 
gen Coordinatensystem in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Co- 
ordinatensystem mit demselben Anfangspunkt. 

Um die geometrische Bedeutung der 9 Constanten in diesen 
Gleichungen zu ermitteln, welche dieselben sind als in den Glei- 
chungen (9), verlegen wir den beliebigen Punkt n des Raumes 
in die JTAxe, vom gemeinsamen Anfangspunkte beider Coordina- 
tensysteme um die Einheit entfernt. Fällt man nun Lothe von 
dem so gelegenen Punkt % auf die yz^ zx, xy Ebene und bezeich- 
net die Winkel, welche die XX\t mit den genannten Ebenen 
bildet, mit {Xyyz),(X,zx)y[X^xy) u. s. w. , so sind die Lothe auf 
die genannten Ebenen respective gleich: 

s\n{X,yz), %\n[X,zx), s\n{X,xy) 

und durch die Coordinaten x, y, z des Punktes n in dem ersten 
System ausgedruckt: 

X8'm{x,yz), ysitt(jy,zx), Z9in{z^xy). 

14* 
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'Weshalb man für den bezeichneten Punkt jr hat: 

^ ___ sin (X, yz) __ sin (X, zx) ^ __ sin (X^xy) 

sin («, yzY ^ sin (y,zx)* sin (z, say) ' 

Da aber für den so gelegenen Punkt n istZ=i, Tr=^Z=^o, so 
hat man auch nach (li): 

a: = a, y = b, z := c 
und daher: 

__ sin(X, yz) • __ sin (X, zx) __ sin (X, jry) 

sin (a;, yz) ' ^n (y, za?) ' sin (z, a;y) ' 

Auf diese Weise erhält man die folgende geometrische Be- 
deutung der 9 Coefficienten in (9) oder (il): 

sin {X,yz) . sin (X, zx) sin (X, xy) 

sin (a?, yz) * ' sin (y, zx)' sin (z, ^y) ' 

fj2) ^^__ sin (r, yz) ^/ ___ sin (J", za?) ^, ___ sm (J^,a?y) 
^ ^ * * sin (a?, yz) * sin (y, zx) * sin (z, a:y) * 

// sin (Z, yz) .// sin (Z, zx) ff sin (Z, gy) 

sin (a?, yz) ' sin (y, zx)* sin (z, ary) ' 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wenn das erste Coor- 
dinatensystem rechtwinklig ist, folgende Werthe der 9 Coeffi- 
denten : 

a = cos {X, x), fe = cos {X, y) , c = cos {X, z) , 

(13) . .a = cos(r,a;), 6'= cos(F,y), c = cos(r,2), . 

a"= cos (2, x), fc"= cos (2, y), c'= cos (Z, 2), 

Wenn beide Coordinatensysteme rechtwinklig sind, welchen 
Fall wir allein in dem Folgenden in Betracht ziehen werden, 
müssen sich diese Coefficienten durch die drei Be^timmungs- 
stücke der Lage des zweiten Systemes zu dem ersten ausdrücken 
lassen. 

Euler drückt die 9 Coefficienten aus durch drei Winkel, 
nämlich durch die beiden Winkel, weiche die Schnittlinie der 
Coordinateuebenen xy und XY mit der a^Axe und mit der XAxe 
bildet, und durch den Neigungswinkel, den die genannten bei^ 
den Coordinateuebenen bilden. Da jedoch diese Ausdrucksweise 
der Symmetrie gänzlich entbehrt, so stellt er in einer zweiten 
l^ehandlung des Gegenstandes die 9 Coefficienten als Functionen 
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von vier WhdielD in symmetrischer Weise dar. Er wählt zu die- 
sem Zwecke die drei Winkel, welche die Drehungsaxe, um die 
das eine Coordinatensystem gedreht werden muss, um in die 
Lage des andern zu kommen, mit den Coordinatenaxen bildet, 
und den Drehungswinkei. Indem er diesen symmetrischen Aus- 
drucken der 9 Coefßcienten noch die symmetrische Relation zwi-* 
sehen den genannten drei Winkeln der Drehungsaxe beifügt, so 
giebt ihm diese Relation einen Ersatz für die erste Ausdrucks- 
weise durch drei Restimmungsstucke. 

Monge bewahrt die Symmetrie, indem er die 9 Coeiücien- 
ten durch drei derselben a, h\ c" ausdrückt, welche eine symme- 
trische Lage zu den übrigen haben. 

Alle diese Ausdrücke sind irrational. In den Eul er 'sehen 
Formeln ist die Irrationalität nur verdeckt durch den Gebrauch 
^r %ius- und Cosinus-Functionen. Wir werden es im Folgen- 
den vermeiden irrationale Ausdrucke zu gebrauchen, indem wir, 
wie es bereits üblich geworden ist, alle 9 Coefiicienten beibehal- 
ten, sie aber durch die 6 Redingungen beschränken , welche zwi- 
schen ihnen stattfinden. 



Es seien die Transformationsformeln für ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem in ^n beliebiges anderes rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem mit demselben Anfangspunkt: 

o; == «2:^+ aF-l- aZ, 

(14) y = ft Z + ft'F + &"Z, 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes n im 
Räume von dem gemeinsamen Anfangspunkte der Coordinatensy- 
steme ist in dem einen Systeme .t* + y* + 2;*, in dem anderen 
^ -h r*-J- Z*. Man hat daher die durch die Substitutionen (14) 
identische Gleichung: 

(15) ^« + y»+ z» .- J:*+ F« + Z«. 

Wenn man in diese Gleichung die- Werthe der Coordinaten 
(14) des ersten Systemes einsetzt, und beide Seiten der Gleichung 
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vergleicht, so erhält man die 6 zwischen den 9 Coefficienten der 
Substitutionen stattfindenden Relationen: 

fl« + ft« + c* = 1, da+ 6'ft''+ cV'= 0, 

.(16) ...«*+ &'' + c'«r^ 1, aa + ll'b + c'c= o, 

a'*+ 6''+ c'*= I, öö' + 6ft' + cc'= 0. 

Dass diese 6 Bedingungsgleichungen hinreichen, um unter 
der Voraussetzung, dass das erste Coordinatensysteiii ein recht- 
winkliges sei, auch das andere Coordinatensystem zu einem 
rechtwinkligen zu machen, geht aus der geometrischen Interpre- 
tation dieser Gleichungen hervor. Denn mit Rücksicht auf (13) 
drücken die drei letzten Gleichungen (16) die Bedingungen aus, 
dass die Coordinatenaxen des zweiten Systemes auf einander senk- 
recht stehen , während die drei ersten die bekannten Bedingungen 
sind zwischen den Gosinus der Winkel, welche die Coordinaten- 
axen des zweiten Systemes mit den Coordinatenaxen des ersten 
Systemes bilden. 

Welche Relationen man überdies ohne weitere Beschränkung 
zwischen den 9 Coefficienten ableiten mag, ßie werden sich alle 
aus den angegebenen 6 Bedingungsgleichungen (i6) ableiten las- 
sen. Die nachfolgenden Relationen bieten Beispiele für Ableitun- 
gen der Art dar. 

Von den unendlich vielen, zwischen den 9 Coefficienten der 
Substitutionen (14) stattfindenden Relationen, werden wir auf dem 
einfachsten Wege nur die gebräuchlichsten entwickeln. 

Wir diflTerenziren zu diesem Zwecke die durch die Substitu- 
tionen (14) identische Gleichung (l5) nach den Variabein X, Y,Z, 
wodurch wir erhalten: 

Jf = öar + &y + cz, 

(17) Y = ax + h'y + cz, 

Z = ax -|- h"y + <^'^* 

welche Gleichungen die Auflösungen sind der Substitutionen (14) 
mit denselben Coefficienten, aber veränderter Anordnung. 

Die Substitution von (l7) in die Gleichung (15) und die Ver- 
gleichung beider Seiten der Gleichimg mit einander giebt: 
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a* + a« + a"« =1, bc + b'c + 6'V' .:= o, 
(18) . . . 6« + ft'« + 6' * = I , ca-^- ca + cV = o, 
c« + c'« + c"« =1. öö + aV + uV = 0. 
Bildet man die Determinante J: 
a, 6, c 

(19) ^ = a, b\ c 

a , b , c 

= «oc + ab c + a bc — ab c — abc — a bc 
und erhebt dieselbe zum Quadrat, so erhält man: 
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^« = 



a, b, c 
a, b, c 



a , , € a , , c 



a, b, c 
a , b , c 



oder nach (31) der siebenten Vorlesung: 

«' + **+ c'f aa' -j-bb' + cc\ aa'+bb''+cc' 
zf'= a'a+ft'fe + c'c, ö'* + 6*+ c', a'a'+b'b"+cc' 

und mit Rücksicht auf (16): 

1, 0, 

^* = 0, 1, — 1. 

0, 0, 1 

Die Determinante ^ selbst ist hiernach entweder + l oder 
— ]. Wir werden im Folgenden annehmen, sie sei gleich + l. 
Denn wäre sie — I , so krauchte man nur für Ä\ F, Z respective 
zu setzen — X, — F, — 2, was geometrisch daraufhinauskäme die 
negativen Richtungen der Coordinatenaxen des zweiten Coordina- 
tensystemes für die positiven zu nehmen. Wir haben daher: 



(20) 



^ = 1. 



Es ist diese Determinante J der gemeinsame Nenner der 
Bruchwerthe der Unbekannten ^, ¥. Z, welche die directe Auf- 
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lösung der GleichuDgen (|4) ergiebt. Vergleicht man diese di- 
recten Auflösungen mit den Auflösungen (l7), so erhält man fol- 
gende Relationen. 

oc — c = a, ca — c a = b, ab — a b = c, 

(21) . , .b c — bc =^ a, c a — ca =z b, ab — ab =: c, 

, ' ,/ /' ff ,// ./ 0, ff 

bc — bc = a , ca — ca z= b , ab — ab =i c . 

Von diesen 22 Relationen zwischen den 9 Coefficienten der 
Transformationsformeln für ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in ein beliebiges anderes rechtwinkliges Coordinatensystem mit un- 
verändertem Anfangspunkt macht man den häufigsten Gebrauch. 
Eine Reachtung verdienen jedoch auch die folgenden Rehtionmi: 

Wenn man das Product der Variabein nach den Substitutio- 
nen (17) also darstellt: 

(22) xrz= ZA^^^^ ^^ ^«0 y«, ^,^ 

so hat man folgende Werthe der EntwickelungseoefBcienten At 
^•00 = ««« . ^osi = obh , A^ == ccc , 
A,„ = ab'b" + 'ab"b + a'bh', 

i f ff m f ff . ff f 

^,oj ^=^ acc -i- ac c -^ a cc, 

-^012 ^= bcc + bc c + b cc, 
A^^^ := baa + ba a + b aa, 

-^201 = caV + cV'fl + c'ady 
A^^ = c fe'ft" + cll'b + cb b\ ' 

A^^y^ z= abc -|-a6c -j-aoc-f-öoc + a bc + a oc. 

Zwischen diesen Grössen A fmdet nach (l5) der achtzehnten Vor- 
lesung folgende Gleichung Statt: 

(2^) • • • • 

+ 2 {-4j2o i" -^10« "1" -^oif + -^10 "!■ -^01 "1" -^11 / » 

denn die Ausdrücke E an der genannten Stelle sind den ihnen 
entsprechenden Ausdrücken A in dem vorliegenden Falle gleich. 



(23) 
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Die 10 Quadrate, aus welchen die Gleichung (24) zusammen- 
gesetzi ist, lassen sich auf 7 Quadrate zurückführen, wenn man 
auf Grund von (i6) bemerkt, dass: 

(25) A,,, + A,,,+ 3^080= ö, 

-^«01 + -^«1 + 3-^ooj = 0. 
Denn man hat nach der ersten von diesen Gleichungen; 

Addirt man zu dieser Gleichung folgende: 

(-^IM -^lOf) = -^»0 2-<^„o A^^ + ^02» 

so erhalt man: 

9 -«300 + i^itO -^lO?) ^^ 2 (-«120 + -^lol)» 

und in gleicher Weise: 

9 -«080 + (-^012 -^210) ^^^ 2(-4oj2 + -«Jio)» 

9.^003 + (-<^2oi — -^021) ^^ 2 (-4,01 + A^i), 
wodurch die Gleichung (24) übergeht in: 

1= 15{^ + ^ + ^5o3} +^1, 

• ('^120 — -^102) + (-^012 — -^210) "r (-«toJ — «^021) • 

Diese Gleichungen geben Veranlassung zu einigen kurzen Be- 
merkungen. 

Wenn man statt von den Substitutionen (14) von den Sub- 
stitutionen (17) ausgegangen wäre, so würde man analoge Glei- 
chungen erhalten haben, welche aus den Gleichungen (23) bis (26) 
bloss dadurch hervorgehen, dass man die Vertauschungen 
macht: 

ö'mitfe, a'mitc, fe" mit c'. 

Man kann demnach sagen, dass die rechten Theiie der Gld** 
chungen (24) und (26) durch diese Vertauschungen sich nicht ändern. 

Der HinbUck auf den Werth des letzten Ausdruckes (23) 
lehrt, dass durch die genannten Vertauschungen der Ausdruck 
ungeändert bleibt: 

Aui. 
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Setzt man die Werthe von A^^, ^oao» ^^s au» (25) in die 
Gleichungen (24) und.. (26) und eUminirt naeh der Eutwickelwig 
die Summe der 6 gleichartigen Quadrate A aus den beide» •GM* 
chungen, so ersieht man aus der resultirenden Gleichung, dass 
durch jene Vertauschungen auch folgender Ausdruck ungeändert 
bleibt: 

(27) -^ItO • -^102 "I" •^•12 • -^210 "• -^201 • -^021' 

Bleibt aber dieser Ausdruck ungeändert, so lehrt die durch 
(26) veränderte Gleichung (26j, dass ebenfalls die Summe der 6 
Quadrate ungeändert bleibt: 

(28) .... -4,20 + -«102 + -^012 + -^tlO "T -^01 "T -^021- 

Die Gleichung (24) endlich beweist, dass durch die ange- 
gebene Aenderung auch folgender Ausdruck sich d^m Werthe 
nach nicht ändert: 

(29) -«300 « -«030 • -^003 • 

Aus diesen einfachen Bemerkungen folgen complicirte Rela- 
tionen zwischen den Substitutionscoefficienten, deren directe Her- 
leitung nicht ohne viele Rechnung zu bewerkstelligen ist. 

Will man die in (23) dargestellten Ausdrücke zugleich mit 
den Substitutionscoefficienten in den Calcul einführen, so ist fol- 
gendes ein kräftiges Mittel zur Entdeckung neuer Relationen. 

Man kann die Ausdrücke (23) also ordnen: 

3^800 = aiaa") + a[a'a) + «"(a«'), 
^210 = &(«0 + h\aa) -f h'\aa\ 
A^i = c{aa") + c(a'a) + c\aa). 

Ver^eicht man diese Gleichungen mit den Substitutionen (14), so 
^eht man, dass für die Werthe der Variabein X=aV, F=a\ 
Z^^^ad die Variabein des anderen Systemes die Werthe aüneh^ 
men x = 3^soo. V = ^210 > ^ = ^201 • I" dieser Weise correspon- 
diren folgende Werthe der Variabein: 

X, y, 2, X, F, Z, 



3-«300» 


-^210 » 


-^201» 


t ff 

aa , 


aa. 


aa. 


-^m» 


3^U3.> 


^021» 


h'b". 


b"b, 


hb'. 


-^m' 


^012» 


^Am^ 


c'c". 


c'c, 


cc. 
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Wenn maa diese correspoodirenden Werthe für die Varia- 
bdii in die bereits hergeleiteten Gleichungen oder überhaupt in 
Gleidmngen einsetzt, welche durch die Substitutionen (14) oder 
(17) identische werden, so erhält man Relationen der complieir- 
testen Art. - 

Nehmen wir jedoch nach diesen Andeutungen die Substitu- 
tionen (14) wieder auf. Aus ihnen geht mit Rücksicht auf (2l), 
wenn man aus je zwei Gleichungen eine der Variabein X, F, Z 
eliminirt, folgendes System von Gleichungen hervor: 

cy — 6z = dz — a"F, 
cy — h'z = aX — aZ, 

" «" TT ' V 

c y — 62= aY ^ aX, 

az — c a: = h'Z — h" F, 

(30) dz ^ cx= H'X- hZ, 

d'z — c"x= h Y — h'X^ 

hx — ay = cZ — c'Y 

b'x — dy = c'X — cZ, 

X — a y ^=i cY — c X. 

Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit h'cX, 
die zweite darunter stehende Gleichung mit bcY, und zieht die 
letztere von der ersten ab, so erhält man: 

ccyip'X —bY) + bb'zic Y — cX) 
= db'cZX + abc YZ — aXY{bc + b'c). 

Renutzt man zur Umformung des rechten Theiles dieser Gleichung 
die Gleichungen (18) und des linken Theiles die Gleichungen (30) 
und (16), so erhält man schliessUch: 

aaa yz + bbb zx + ccc xy 
(ai, .... _^^^YZ Jt db'cZX+ d'b"c"XY. 

Die Bedingung, unter welcher diese Gleichung stattfindet, 
wiedeiliolen wir in dem folgenden algebraischen Satze: 

Wenn die Substitutionen (14) die Gleichung (15) zu 
einer identischen Gleichung machen, so machen die- 
selben Substitutionen auch die Gleichung (31; zu einer 
identischen Gleichung. 



220 Neunzehnte Vorlesung. 

Geometrisch gedeutet sagt dieser Satz aus, dass die Coordi- 
^ natenaxen zweier rechtwinkligen Systeme mit demselben Anfaiigs- 
punkt auf einem Regel zweiter Ordnung liegen. Denn man er^ 
hält die Gleichung des Kegeis, auf welchem die Coordinatenaxen 
der beiden in Betracht gezogenen rechtwinkligen Systeme liegeo« 
wenn man einen der gleichen Ausdrücke (3l) gleich o setzt. 

Die Gleichung einer Ebene in der Form: 

ux + vy + WZ + i = 

durch die Substitutionen (i4) transformirt auf das zweite recht- 
winklige Coordinatensystem fuhrt auf eine Gleichung zurück von 
derselben Form: 

ÜX + VY + JVZ + 1=0, 
indem man hat: 

ü = au + bv + cw, 

(32) V = au + h'v + cw, 

W =^ a U -\- V + C W, 

Es sind dieses die Transformationsformein für Ebenencoor- 
dinaten aus einem rechtwinkligen System in ein anderes eben- 
falls rechtwinkliges System mit demselben Coordinatenanüangspunkt. 

Der Vergleich mit den Substitutionen (32) zeigt, dass man 
nur die Punktcoordinaten mit den entsprechenden Ebenencoordi- 
naten zu vertauschen braucht, um die Transformationsformeln für 
die einen aus den anderen zu erhalten. Macht man diese Ver- 
tauschung in (t4), so erhält man die Auflösungen der Gleichun- 
gen (32): 

u = aü + aV -{• a'W, 

(33) V = hü + h'V + h"W, 

w == cU + cV + c'W. 

Wenn nun in dem Vorhergehenden die 9 Coefßcienten in 
den Substitutionen (14) oder (i7) keiner weiteren Beschränkung 
unterlagen als der, dass die Substitutionen die Gleichung (|6) 
zu einer identischen machen, so werden auch die 9 Coeßicienten 
in den Substitutionen (33) oder (32) nur die einzige Bedingung zu 
erfüllen brauchen, dass die Snb*ititiitionen die Gleichung: 

(34) w + v^ + w' = ü^ + V^ + fV^ 
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zn einer identischen Gleichung machen, wenn das zweite Coor- 
dinatensystem ein beliebiges rechtwinkliges sein soll mit demsel- 
ben Coordinatenanfangspunkt als das erste rechtwinklige Coordi- 
natensystem. 

Macht man endlich die angegebene Vertauschung der Punkt- 
ond Ebenencoordinaten in der Gleichung (3i), so erhöh man: 

aaa vw + hbb wu + ccc uv 
(35) ... . 

= ahcVW+ ah'cWÜ + aü"c"ü V, 

welche Gleichung geometrisch ausdrückt, dass die Coordinaten- 
ebenen zweier rechtwinkligen Systeme mit demselben Coordinaten- 
anfangspunkt einen Kegel zweiter Ordnung berühren. 



Zwanzigste Vorlesung. 

Transformation der Oberflächen zweiter Ordnung 
auf die Hauptaxen. 



Man hat in der sechszehnten Vorlesung gesehen, welche Will- 
kür herrscht in der Bestimmung eines Systemes harmonischer 
Pole einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung. Diese Will- 
kür wird einiger Maassen beschränkt, wenn man einen der vier 
harmonischen Pole mit dem Mittelpuukt der Oberfläche zusam- 
menfallen lässt, wodurch die drei anderen io das UnendUche ver- 
legt werden. Die Verbindungsüoien der im UnendUchen liegen- 
den drei Pole mit dem Mittelpunkte der Oberfläche sind conju- 
girte Durchmesser der Oberfläche. Weon diese auf einander senk- 
re(ht stehen, so hat man die Hauptaxen der Oberfläche. 

Dass alle diese Bedingungen sich erfüllen lassen, kann man 
auf folgende Art einsehen. 

Beschreibt man um den Mittelpunkt der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung, den man der Einfachheit wegen für den 
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Coordinatenanfangspunkt wählen kann» eine Kugel Riit dflcm ge* 
gebenen Radius, so hat man , da die Kugeloberfläcbe auch «ine 
Oberfläche zweiter Ordnung ist, zwei gegebene (M[>6rfläGheii zwei- 
ter Ordnung, für welche das beiden geraeinsame System harmo* 
nischer Pole nach Vorschrift der sechszehnten Vorlesung bestimmt 
werden kann. Einer von diesen Polen ist der gemeinsame Mit- 
telpunkt der beiden Oberflächen. Denn die Coordinaten dessel- 
ben genügen den Gleichungen (3) der sechszehnten Vorlesung, 
welche das beiden Oberflächen gemeinsame System harmonischer 
Pole bestimmen. Die drei anderen Pole liegen in dem Unend- 
lichen. Erwägt man aber, dass die Polarebene der Kugel immer 
senkrecht steht auf der Verbindungslinie des Poles mit dem Blit- 
telpunkte der Kugel, so sieht man, dass die Polarebenen der drei 
Pole im Unendlichen in Rücksicht auf die Kugel drei in dem Mit- 
telpunkte auf einander senkrecht stehende Ebenen sind. Diese 
Ebenen schneiden sich in drei von dem Mittelpunkt ausgehenden, 
auf einander senkrecht stehenden, geraden Linien, die den Mittel- 
punkt mit den drei Polen im Unendlichen verbinden. Sie sind 
daher die Hauptaxen der gegebenen Oberfläche. 

Das Problem der Hauptaxen einer gegebenen Oberfläclie 
zweiter Ordnung kommt hiernach darauf zurück, das der gege- 
benen Oberfläche und einer Kugel, mit demselben Mittelpunkt 
als die Oberfläche, gemeinsame System harmonischer Pole zu be- 
stimmen. Dieses Problem ist in grösserer Allgemeinheit in der 
sechszehnten Vorlesung behandelt worden. Da man jedoch iii 
dem vorliegenden Falle einen Pol des gemeinsamen Systemes har- 
monischer Pole kennt, nämlich den gemeinsamen Mittelpunkt bei- 
der Oberflächen, so wird die im allgemeinen Falle aufzulösende 
Gleichung J = o vom vierten Grade sich in dem vorliegenden FaMe 
auf den dritten Grad reduciren. Es werden überdies noch Spe- 
cialitäten auftreten, die eine von^dem vorhergehenden anabhän- 
gige Rehandlung des Problemes wünschenswerth machen. 

Nachdem wir auf diese Weise die Existenz der Hauptaxen 
einer Oberfläche zweiter Ordnung aus einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkte nachgewiesen haben, so wollen wir jetzt untei*suchen, 
welche Form der Gleichung: 

eine Oberfläche zweiter Ordnung haben muss. wenn die Haopt- 
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axen der Oberflache den Axea des rechtwinkligen Coordinaten- 
ftjfBtemes, auf welches sieh die Gleichung der Oberfliche bezieht» 
paraUel sind. ^ 

Der Mittelpunkt der Oberfllche und die auf den drei Coor- 
ifinatenaxen im Unendlichen liegenden Punkte bilden ein System 
harmonischer Pole der Oberfläche. Die Gleichungen der Polar- 
ebenen der drei letzten Pole sind: 

f'{x) = 0, f{y) = 0, f\z) = 0. 

Da diese Ebenen aber den Coordinatenaxen parallel sein müs- 
sen, so darf in Jeder dieser Gleichungen nur eine von den Va- 
riabein vorkonnnen. Dieses trifft jedoch nur zu, wenn in der 
Gleichung der Oberfläche die Producte yz, zx, xy fehlen. Es ist 
daher das Verschwinden der drei Producte der Variabein io der 
Gleichung der Oberfläche die Bedingung, dass das rechtwinklige 
Coordinatensystem , auf welches sich die Oberfläche bezieht, den 
Hauptaxen der Oberfläche parallel sei. 

Fasst man das Problem dei Hauptaxen aligemein auf, um 
auch die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt mit her- 
einzuziehen, indem man verlangt, dass irgend ein Coordiaaten: 
System bestimmt werde, dessen Axen den Hauptaxen einer gege- 
benen Oberfläche zw eiter Ordnung parallel sind , so lässt sich das- 
selbe rein algebraisch also ausdrücken: 

Die Substitutionen zu bestimmen: 
x=-^aX+ aY-^- aZ, 

fl) . y^bX^h'Y + b"Z, 

zz^cX + cY+c'Z, 
welche die Gleichungen: . . 

(•2) x' + y'+ z' = X'+ Y^ + Z', 

(3) q>(x, y, z) = kX'+ k,Y' + \J^ 

zu identischen Gleichungen machen, wenn: 

(♦) . . . gp (ar, y, 2) =s Ä„^ «« -(- a„ y«-(- a„ 2« -(. 2a„yz + 2a„ rx -I- 2ao, rryv 
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Es wird hierbei Yorauggesetzt, dass q> {x, y, z) die Summe der 
GUeder zweiter Ordnung sei in der Gieicliung der Oberflicbe 
zweiter Ordnung f(x,y,z,\) = o, von weicher die Rkfatnogen 
der Hauptaxen zu bestimmen sind. 

Dm die Auflösung dieses algebraischen Problemes vorzube- 
reiten, differenziren wir die identische Gleichung (2) nach d^n 
Variabein Ä, F, Z, wodurch wir erhalten: 

2C = ax -i- by + cz, 
(5) Y= a'x + b'y + c'z, 

und bringen die aus diesen Gleichungen durch Substitution von (l) 
sich ergebenden Relationen (i6) d«r vorhergehenden Vorlesung 
wieder in Erinnerung: 

a« + 6« + c« = 1, aa'+ h'h"+ cc'^ o. 

(6) . . . . a« + b'* + c'* = 1, a'a + b% + c'c t= o. 

Die Differentiation der identischen Gleichung (3) nach der 
Variable X giebt: 

aqf[x) + bff![y) + C9?'(«) = llX, 

welche Gleichung nach Substitution von (5) sich auch so darstel- 
len lässt: 

xq>\a) + yq>\b) + zq>{c) = ^k{ax + fty + cz). 

Diese Gleichung, welche unabhängig ist von den Werthen 
der Variabein in ihr, zerfällt in folgende drei Gleichungen: 

g>'(a) = 2la, 

(7) ip\b) = Üb, 

q>{c) = 2Ac. 

Da in diese Gleichungen nur die Verhältnisse a:b:c der zu 
bestimmenden Substitutions-Coefßcienten, weiche ^e Stelle von 
zwei Unbekannten vertreten , und die Unbekannte X eingehen, 
so werden sich durch dieselben die drei Unbekannten bestimmen 
lassen. Um die genannten Substitutious-CoelBcienten selbst zu 
bestimmen, wird die erste Gleichung (6) zu Hilfe zu nehmen sein. 
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Durch Differentiation der identischen Gleichung (3) nach den 
Variabein Y oder Z erhält man in gleicher Weise: 



(8) 






q>\a') = 2Aja", 
9'(0 — 2A,c", 



Gleichungen von derselben Form als die Gleichungen (7), aus wel- 
chen mit Zuziehung der zweiten und dritten Gleichung (6) in 
gleicher Weise die Werthe der Unbekanntei) des Problemes sich 
ergeben. Wir werden uns daher begnügen können aus dem Sy- 
steme der Gleichungen (7) , welches sich also darstellt : 

(«00 ^)ö + «01^ + «02^ = «'j 

(9) ...... . fljo« + («11 — ^)* + «12^ = Ö5 

«20« + «21^ + («22 — ^)C = Ö» 

die Werthe der in ihnen enthaltenen Unbekannten zu bestimmen. 
Bezeichnet man mit // den Ausdruck: 



(10) 



J = 



«n 



— - l, a, 



Ol» "0 2 



«10» «11 — ^> «12 
«2 0» «2 1 * «2 2 ^ 



= («00 — ^) («1 1 — ^) («22 — ^) + 2a, , ö,o «Ol 
— («00 — ^)«12' — («1 1 — ^)«20* — («2 2 — ^) «Ol* 

und eliminirt aus (9) die Unbekannten a, b, c, so erhält man zur 
Bestimmung der Unbekannten X die kubische Gleichung: 



(II) 



z/ = 0. 



Die Wurzeln der kubischen Gleichung müssen gerade die 
Werthe der Unbekannten X, A, , A, sein, denn auch die bei- 
den Systeme Gleichungen (8) führen auf dieselbe kubische Glei- 
chung zurück. 

Wollte man nach Feststellung der Werthe der Wurzeln 
der kubischen Gleichung ^ = o , von welcher da» Problem der 
Hauptaxen abhängt, die Verhältnisse von a:b:c auH zwei von den 
Gleichungen (9) bestimmen, so würde das zu einem unsymnietri- 

Hesse, Analyt. Geometr. 25 



^20 = ^02 
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sehen Resultate führen. Wir werden deshalh die genanolen Ver- 
hältnisse aus je zwei von den Gleichungen (9) feststellen, um die 
Resultate in symmetrischer Weise zu henutzen. 

Wir führen zu dem genannten Zwecke die Rezeichnungen ein : 

^00 = 3— = (flu — ^) («22 — ^) — fl|\» 
««00 

^n = rf^ = (««t — ^) («00 — ^) — fl», 

^22 = ^T- = (floo — ^) (flu — ^) — floi, 

(12) . '^^^ 

A2 = ^21 = i(j^^ + ^) = «Ol «0, - («00 - ^) «.„ 

^(rf^o + rf«72J = ""'' ""'' " ^'''' ~ ^^ '''"' 

^0, = ^,0 = l{}^^ + ;S) = ^*« ^*' "" ^""^^ ■" ^^ ^"^• 
Alsdann erhalten wir ans (9) in der angedeuteten W^eise: 

« : 6 : r = z/00 : z^oi • ^02» 

a : & : r = /^,o • ^11 *• ^12» 

a:&:c = z^.o- ^21 ^ ^22- 

Multipliciren wir die linken Theile dieser Gleichungen respective 
mit «, &, c, so erhalten wir durch Vergleichung mit ihren rechten 
Theilen nach Entführung eines zu hestimmendon Multiplicators ft : 

(ia^^= Jqq, (ibc ^^ ^,2, 

(13) fib^— /l^^, (ica ^^ z/j^, 

fic^= z/gj, fiab = z/o,. 

Der Multiplicator wird bestimmt durch die Gleichung: 

^ = ^00 + ^11 + ^22' 

welche aus der Addition der drei ersten Gleichungen (13) hervor- 
geht mit Rerücksichtigung von (6). Der rechte Tlieil dieser Glei- 
chung ist nichts anderes als der negative nach X genommene 
Differentiahiuotient von z/. Man hat daher: 

__ dJ 

^ "~ di' 
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F> Umi sich aUer iliisiM' Factor (i noch bequemer durch die 
Wiirzi*hi der kidüstiiiij Kleichuog jd = o ausdrucken. Be- 

die Grösse l in dem Ausdruck 

haben wir unter der Vorausse- 

lAn der kubischen Gleichung seien, 

fisch: 

ihiher: 



i). 



Jfckui wir zu diesem ZwtTke 
m^ nmy variuhlr (Grösse, so 
h,, dasÄ A„,Aj,i, dii* Wurzeln 



^ ' ^ = f*^^^<' ^^ " ^' + f^"" ^»^ (^ ~ ^) + (^-^o) (^-^ 

^ tai wir in dieser (ileiihiuig l^ für X, wodurch die beiden 

rri Glieder der (ileielmiig verschwinden, und hierauf, indem 
m der iirÄpHlnglit Ijeu Bedeutung von A, der Wurzel der ku- 

I lum Gleiehiiug, zurüeli kehren , X für X^, so erhalten wir: 



= - ^ = (^ - ^i) (^ - ^t). 



Durch Miiltijdicatioii zweier von den drei letzten Gleichun- 
\\X und LHvisimi ilurch die dritte wird: ^ 



i"-' 









flC* = 



4.. 



sich dte gesiiehleii Werthe der Substitutions-Coefficienten 






tiahyii hier das dopjH'lLe Vorzeichen der Quadratwurzel- 

Hl gelassen. Man knuiite ebenso gut sämmtlichen Qua- 

i;rai)Seu auch das negative Vorzeichen zuertheilen, je- 

einer alhiii das entgegengesetzte Vorzeichen der ubri- 

uniei* diesen lim standen würde man durch Verbin- 

h'ichiitigLui (15) nicht die Gleichungen (13) erhalten, 

laaii ausging. 

itiltilioTis-<]oenicioiiten a\b\ c oder d\h'\c" erhalt 
1*11 Ausdrucken (15)» wenn man die Wurzeln A und 
der kubischen (ileichung mit einander vertauscht. 

15* 
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Eine kubischo Gleichung kann entweder drei reelle Wurzeln 
oder eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben. Hätte ^e 
kubische Gleichung J=o, auf welche das Problem der Haupt- 
axen führt, zwei imaginäre Wurzeln, so wurde für die Transfor- 
mation der Oberflächen zweiter Ordnung auf die Hauptaxen in die- 
sem Falle die geometrische Interpretation der Substitutionen (l) 
ihre Geltung verlieren. Es ist daher folgender Satz von grosser 
Bedeutung: 

Die kubische Gleichung J=zo, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung abhängt, hat nur reelle Wurzeln. 

Cauchy beweiset diesen Satz, selbst in seiner Ausdehnung 
auf den Fall, dass die Zahl der Variabein in dem vorgelegten 
algebraischen Probleme unbeschränkt ist, welcher Fall bei der 
Berechnung der secularen Störungen der Planeten eintritt, in fol- 
gender Weise. 

Wenn die kubische Gleichung J = o eine Wurzel hätte von 
der Form: X=2^ + qi, .so müsste dieselbe Gleichung auch eine 
Wurzel haben li = p — qi. Demnach würden die Grössen a, b, c 
und a\ b\ c die Form haben : 

a = P -1^ Öl, a = P — Qi, 

b = P,+ Q,i b' = P,- Q,i, 

c = P,+ Q,i, c ^-.P,- 0,i. 

Da aber zwischen den Grössen «, 6, c und a, b\ c die Gleichung 
Statt findet: 

aa + bb' -}- cc := o, 
so hätte man: 

P' + P,' + A* + Q' + Q,' + Q,' = 0, 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die Summe der 
Quadrate von reellen Grössen gleich o sei, was unmöglich ist. 

Das Bedenken, dass unter den Quadratwurzelzeichen der Aus- 
drücke (15) negative Grössen stehen könnten, wird beseitiget, 
wenn man erwägt, dass diese Grössen ihrer Zusammensetzung 
nach dasselb<^ Vorzeichen haben und dass a^ + b* -^ c' = i. 

Setzt man in dem Ausdrucke (lO) /t die Grösse X gleich o. 
so geht derselbe in den Ausdruck i> (13) der dreizehnten Vorle- 
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sung über, dessen Verscliwiiiden die Bedingung ist, dass die 
Oberfläche zweiter Ordnung, um wciclie es sicli handelt, keinen 
Mittelpunkt habe. Man kann daher sagen: 

Die Bedingung, dass eine Oberfläche zweiter 
Ordnung keinen Mittelpunkt habe, fällt zusammen 
mit der Bedingung, dass die kubische Gleichung, von 
welcher die Hauptaxen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung abhängen, eine Wurzel gleich o habe. 

Wie beschaffen auch die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sei, im Falle die Oberfläche einen Mittelpunkt 
hat, wird man sie durch Verlegung des Coordinatenanfangspunk- 
tes in den Mittelpunkt auf die Form bringen können, in welcher 
die Glieder der ersten Ordnung fehlen. Durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Coordiuatenaxen kann man sie end- 
lich zurückführen auf die Form: 

(16) kx' + X,y^ + X^z" + ö = o. 

Hat dagegen die Oberfläche zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt, 
so kann man die Gleichung derselben durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Coordinatenaxen zurück führen auf 
die Form: 

^y + ^2^' + ax + ßy + yz^ ö = 0, 

und durch nachträgliche Veränderung des Coordinatenanfangs- 
punktes auf die Form: 

(17) ^it/* + AjZ* -f ax = 0, 

oder wenn A, =o ist, auf die Form: 

(18) X^z^ + ax + ßy = 0. 

Nach den Vorzeichen der in diesen Gleichungen enthaltenen 
Constanten unterscheidet man die verschiedenen Geschlechter der 
Oberflächen zweiter Ordnung. 



(19) 



(20) 





Das 


Elli 


psoid: 








a?* 




+S-. 


= 


0. 




• • ö« 


Das 


imag 


inäre Ellipsoid: 






a^ 




+ i-+. 


= 


Q 




• a« 
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Das Hyperboloid mit einer Mantelfläche: 

Das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen: 

Der reelle Kegel: 

(«) S + p-? = ''- 

Der imaginäre Keg^el: 

^2 ,y2 -»2 

c-^*) .? + |-' + ^ = ''- 

Die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt unter- 
scheiden sich wie folgt: 

Das elliptische Paraboloid: 

(2ä) P + -2-«^ = o. 

Das hyperbolische Paraboloid: 

(26) g-^- ao: - 0. 

Der parabolische Cy linder: 
(26)* z^ + ax + ßy .= o. 

Zu erwähnen ist noch der Fall, wenn in den Gleichungen 
(21) und (22) der Coefficient -^ verschwindet. In diesem Falle 
stellen die genannten Gleichungen einen elliptischen Cylin- 
der und einen hyperbolis-chen Cylinder dar. 

Die Namen dieser Oberflächen sind hergenommen von den 
Regelschnitten, in welchen die auf den Hauptaxen senkrecht ste- 
henden Ebenen die Oberflächen schneiden. Man muss diese 
Schnittcurven studiren, um eine Anschauung zu erhalten von 
den verschiedenen namentlich aufgeführten Oberflächen zweiter 
Ordnung. 

Man braucht die Gleichungen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung nicht auf diese Formen zurückzuführen, um die verschie- 
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denen Geächiechter zu erkennen. Denn da die kubische (>iei- 
chung ^ = 0, von welcher die Uauptaxen der Oberfläche abhän- 
gen, nur reelle Wurzeln hat, so giebt die Eutwicketung der ku- 
bischen Gleichung nach Potenzen der Unbekannten in ibr Auf- 
schluss hierüber. 

Haben nämlich alle Glieder der kubischen Gleichung das- 
selbe Vorzeichen, oder haben die auf einander folgenden Glieder 
abwechselnde Vorzeichen, so ist die Oberfläche eines der beiden 
Ellipsoide. Im entgegengesetzten Falle ist die Oberfläche eines 
der beiden Hyperboloide. Kommt noch die in der vierzehnten 
Vorlesung entwickelte Bedingung für den Kegel hinzu, so ist die 
Oberfläche in dem ersten Falle ein imaginärer Kegel, in dem 
zweiten Falle ein reeller Kegel. Haben die auf einander folgen- 
den Glieder der quadratischen Gleichung, auf welche die kubi- 
sche Gleichung z/ = o im Falle der Oberfläche ohne Mitteli)unkl 
zurückführt, gleiche oder abwechselnde Vorzeichen, so ist die 
Oberfläche ein elliptisches Paraboloid, in jeden» anderen Falle 
ein hyperbolisches Paraboloid. Für den parabolischen Cylinder re- 
ducirt sich die kubische Gleichung J=o auf eine (lleichung des 
ersten Grades, indem zwei Wurzeln derselben verschwinden. 

So einfach auch die in (I5) angegebenen Werthe der Sub- 
stitutions-Coefficienten a, b, c sind , so nehmen sie doch eine w e- 
nig übersichtliche Gestalt an, wenn man die Werthe (12) und (14) 
substituirt. Wir führen deshalb statt der 6 Constanten in der 
Function q>[x,yyz) 6 ueue Constanten ein, indem wir setzen: 

— Po > Po — *'oo — «0» 

(27) 'hl^^ß^, ß,'-a,,= a,. 

"2 

"-^ = ß,'. ß^ - «„ = «.. 

^01 

Die drei ersten Ausdrücke können wir in der That gh;ich Qna- 
draten setzen, weil dieselben ihrer Zusanmiensetzung nach da»- 
selbe Vorzeichen haben. Hätten sie säinmtlich das negative Vor- 
zeichen, so müsste man in der Gleichung der Oberfläche alle 
Glieder mit — i multipliciren , um sie positiv zu machen. 
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Durch Einfuhrung dieser neuen Conslanten in (16) nehmen 
jene Ausdrucke die einfachere Gestalt an: 

cCo + X 

^^«) .-^-Ä' 

^ — a, + X' 
wenn man setzt, 

^^ V a-xoa-w • 

Einen gleich grösseren Vorlheil erlangt man durch Einfüh- 
rung der 6 neuen Constanten in die kubische Gleichung J = o, 
welche dadurch folgende einfache Gestalt gewinnt: 



Denn beachtet man den Wechsel des Vorzeichens des linken 
Theiles der Gleichung, wenn man k von +cx> bis — 00 abneh- 
men lässt, indem man voraussetzt, dass: 

(31) «0 > «^1 > <y«. 

so sieht man die Wurzeln der kubischen Gleichung zwischen den 
Grenzen liegen: 

die grösstc Wurzel l zwischen -f- cx> und -— «,, 

(32) ... die mittlere Wurzel li zwischen — er, und — a^ , 

die kleinste Wurzel A, zwischen — a^ und — a^. 

Diese Feststellung der Grenzen von Jacobi, innerhalb wel- 
cher die Wurzeln der kubischen Gleichung J =:o zu suchen sind, 
macht nicht allein den von Cauchy angegebenen Beweis der 
Realität der Wurzeln überflössig. sondern ermöglichet auch ein 
tieferes Eingehen in einen Ausnahmefall, den wir bisher ganz 
unberücksichtiget gelassen haben. Wir haben den Fall im Auge, 
wenn zwei Wurzeln k und A, der kubischen Gleichung einander 
gleich sind. 
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In diesem Falle wird der Ausdruck (29) für B unendlich 
gross, und mit ihm auch die Ausdrucke (28), weiche aus der 
Auflösung der linearen Gleichungen (9) hervorgegangen sind. 

Ein solch unerwartetes Unendlichwerden der Werthe von Un- 
bekannten in einem besonderen Falle pflegt ein Zeichen zu sein, 
dass die Werthe der Unbekannten aus Gleichungen berechnet 
worden sind, welche in dem besonderen Falle nicht unabhängig 
von einander sind, und sich daher zur Berechnung der Unbekann- 
I ten nicht eignen. Wir werden in dem vorliegenden Falle diesem 
Umstände näher nachzuforschen haben. 

Wenn die Wurzeln der kubischen Gleichung X und l^ einan- 
der gleich sind, so kann, wie aus der Bestimmung (32) der Gren- 
zen der Wurzeln ersichtlich ist, die gleiche Wurzel nur den 
Werth haben — a,. Dieser Werth der Wurzel in die kubische 
Gleichung (30) gesetzt giebt: 

i ßt («1 — «s) («0 — «t) = 0. 

I 

Es ist daher mit Rucksicht auf (3i): 

Bemerkt man ferner, dass der in (30) dargestellte Ausdruck für 
^ zwei gleiche Factoren X + a^ haben muss , so sieht man, 
dass auch: 

Die kubische Gleichung J = o hat daher nur unter der Be- 
dingung zwei gleiche Wurzeln, dass: 

und die gleiche Wurzel ist: 

(33) I = X, = — «0 = — «1 = — iif,. 

Denn wenn die zwei kleinsten Wurzeln der kubischen Gleichung 
einander gleich sind , so kommt man mit Vertauschung der Wur- 
zeln in gleicher Weise zu demselben Resultat. 

Setzt man nun, um für den Fall zweier gleichen Wurzeln 
eine Einsicht zu gewinnen in die Natur der Gleichungen (9), aus 
welchen die Werthe der Substitutions-Coeflicienten a,b,c in (28) 
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hervorgegangen sind , in die drei Gleichungen (9) der Reihe nach 
für l die gleichen Werthe: 

so sieht man ans ihnen mit Berücksichtigung der drei letzten 
Gleichungen (27) folgende drei Gleichungen hervorgehen: 

«JO« + ßi^b + «IfC =: 0, 
«20« + «tl^ + ßt^C = 0. 

Diese drei Gleichungen kommen aber durch Substitution der 
Werthe von ß^^, ß*, ß^ aus (-27) z'urück auf die eine Gleichung: 

(a4 — + — + — = 0. 

^ . «12 «20 «Ol 

Ebenso reduciren sich in dem vorliegenden Falle die drei 
ersten Gleichungen (8) auf die eine Gleichung: 

(35 —+— + —=20. 

^ a,2 020 «Ol 

Die drei letzten Gleichungen (ö) dagegen, welche der drit- 
ten ungleichen Wurzel A, entsprechen, lassen sich auf die im 
allgemeinen Falle angegebene Weise behandeln. Aus ihnen er- 
geben sich schliesslich die Werthe der Substitutions-Coefficieuten 
a\ b'\ c\ die man aus (28) durch Vertauschung von A mit A, er- 
hält, in der Form: 

a' = ^ß^, b''==^ßi, c'^fiß^ 

(36 

^ ' ff ^ a" . IL " ?L 

""" fljg' ^«20* ^ «Ol 

Wenn wir nun auch in dem Falle ungleicher Wurzeln der 
kubischen Gleichung die Verhältnisse der Substitutionscoeflicien- 
ten a :b:c aus je zwei Gleichungen (7) und die Verhältnisse von 
a : &' : c aus je zwei Gleichungen des ersten Systemes (8) berech- 
nen konnten, so hört diese Berechnung doch auf in dem Falle, 
dass A = Ai , in welchem das System Gleichungen (7) sich auf die 
eine Gleichung (34), und das erste System Gleichungen (8) sich 
auf die eine Gleichung (35) reducirt. Die Formeln (28), in wel- 
chen diese Berechnung in dem vorliegenden Falle erzwungen ist, 
müssen deshalb illusorisch werden. 
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Wenn A = A| , so hat man zur Bestimmung der 6 Substitu- 
tlons-Coefficienten a, b, c und a, b\ c nur 5 Gleichungen, nämlich 
die Gleichungen (34) und (35) in Verbindung mit den drei Glei- 
chungen : 

a* + 6* + c* = I, 

(37) a « + 6'« + c' == 1, 

aa -\- 6&' + cc = o, 

welchen 5 Gleichungen man auf unendlich viele Arten genügen 
iiann. Die Substitutions-Coefficienten a\ h'\ c' sind bestimmt durch 
die Gleichungen (36) in Verbindung mit der Gleichung: 

(38) / «'* + r« + c"«=l. 

Bei dieser Bestimmung geht aber die Function fp[x,y,z) 
durch die Substionen (i) über in: 

q>{x, y, z) = ;iX* + A F* + A,Z«, 

und die Oberfläche zweiter Ordnung, um welche es sich handelt, 
ist eii^e Rotations-Oberfläche. Denn führt man die Glei- 
chung der Oberfläche durch Verlegung des rechtwinkligen Coor- 
dinatensystemes auf eine der unter (i9) bis (26) * angegebenen For- 
men zurück, so sieht man, dass jede Ebene, welche senkrecht 
steht auf der, der ungleichen Wurzel entsprechenden, Goordinaten- 
axe, die Oberfläche in einem Kreise schneidet, dessen Mittelpunkt 
in dieser Coordinatenaxe liegt. 

Es ist hiernach die Bedingung, dass eine durch ihre Glei- 
chung in rechtwinkligen Punktcoordinaten gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung eine Rotations-Oberfläche sei, folgende: 

(39) «0 = a, = or,. 

Wenn die kubische Gleichung J = o drei gleiche Wurzeln 
haben soll, so muss erstens die Bedingung (39) erfüllt werden, 
und da sich der durch (30) gegebene Ausdruck von J in drei 
gleiche Factoren zerlegen lassen muss, so folgt daraus noch die 
Bedingungsgleichung : 

welche in die drei Gleichungen zerfällt: 
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oder, wenn man verniiltelst (27) auf die ursprünglichen Constan- 
len der Function tp{a,y,z) zurückgeht: 



(40) 



^lo • 



Diese Gleichungen drücken aus , dass die Function q> {x, y, z) 
schon die Form habe, auf welche sie in dem allgemeinen Falle 
zurückzuführen ist. 

Die Gleichungen (39) und (40) sind die Bedingungen für die 
Kugel. 

Wenn man schliesslich an Stelle der 6 Constanten in die 
Function g){x, y, z) die neuen Constanten durch (27) einführt, 
so stellt sich dieselbe also dar: 

(41) . . . (p{x, y, z) = {ß^ + ß,y + ß^zf — (cf^a:» + a,y« + a^z\ 

Hatte man diese Form der Function 9? [x, y, z) statt der Form (4) 
gleich am Anfange gewählt, so würde man mit überraschender 
Einfachheit die Lösung des Problemes gefunden haben. Diese 
Lösung des Problemes der Hauptaxen der Oberflächen zweiter 
Ordnung werden yAv mit grösserer Ausführlichkeit wieder auf- 
nehmen, nachdem wir zuvor als Einleitung dazu das leichtere 
Problem der Hauptaxen der Curven zweiter Ordnung in analoger 
Weise behandelt haben werden. 

Es sei no(A\ erwähnt , dass das behandelte algebraische Pro- 
blem sich als Maximums- oder Minimums-Aufgabe auffassen lässt: 

Die Werthe der Variabein zu bestimmen, weiche 
eine gegebene homogene Function q>{x,y,z) zu einem 
Maximum oder zu einem Minimum machen, wenn 
zwischen den Variabein die Bedingungs-Gleichung 
^* + y* + ^* — 1 = statt findet. 

Denn, wenn man nach den bekannten Regeln der Differen- 
tialrechnung die , die Werthe der Variabein bestimmenden, Glei- 
chungen aufstellt, so wird man finden, dass sie auf die behan- 
delten Gleichungen hinauskommen. 
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Das Problem der Hauptaxen der Curven zwei- 
ter Ordnung. Confocale Kegekchnitte und el- 
liptische Coordinaten in der Ebene. 



Das Problem der Hauptaxen einer Curve zweiter Ordnung 
in der Ebene, analytisch aufgefasst, besteht darin: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, wel- 
che die Gleichungen: 

(I) . a:«+y« = ^+ n 

(•2) 9>(^,y) = ^0^*+ A|I^ 

zu identischen Gleichungen machen, wenn q>(x, y) 
eine gegebeneTiomo^ene Function der zweiten Ord- 
nung ist von den Variabein x und y. 

Wir werden, indem wir die Lösung dieses Problemes be- 
absichtigen, annehmen, dass die Function q>{x, y) die Form 
habe: 

(3) . . . . fp{x, y) = (ß,x + ß,yy - K.t« + «,y«), 

auf welche Form sich die gegebene Function leicht zurückfüh- 
ren lässt. 

Die Substitutionen, welche die Transformationen (l) und (2) 
bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 

X = a"jr + aY, X=a''x + b'^y, 

(4) 

y = feo^ + 6'jr, r=ax + h'y. 

Däss die Auflösungen der Substitutionen gerade d'.e angegebene 
Form haben, geht hervor aus der Differentiation der durch die 
Substitutiolien identischen Gleichung (i) nach X und F. 
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Um nun die vier Coefficienten in den Substitutionen (4) zu 
bestimmen, werden wir die Grössen B^ und B^ einführen durch 
folgende lineare Gleicbungen, deren Auflösungen wir zugleich 
beifugen : 

ß, = a'Bo + aB,, B, = a% + h%, 

ß, = h'B, + h'B,, B, = aß, + b'ß,. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen gehen aus der identischen Glei- 
chung (2) durch Differentiation folgende Gleichungen hervor: 

(6) 

«O + ^l' «l + ^J* 

Denn differenzirt man die genannte Gleichung nach x und setzt 
X = 1, T = und zugleich x = a®, y = 6^ welches letztere 
durch die Substitutionen (4) geboten ist, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (5) die erste Gleichung (6) u. s. w. 

Auf diese Weise haben wir die vier zu bestimmenden Sub- 
stitutions - Coefftcienten ausgedrückt durch die vier neuen ün 
bekannten ^o> ^i» ^oy^\> eieren Werthe noch festzustellen sind. 

Multipliciren \^ir zu diesem Zwecke die Horizontal -Glei- 
chungen (6) mit /So und j3, und addiren oder multipliciren wir 
die Vertical - Gleichungen (6) mit B, und By und addiren , so er- 
halten wir: 

Po' 4. _&'_ _ I Bq^ . S^' ^ I 

7 . . . . 

_JoL_ 4- Pi^ _ 1 i?o' . Bf _ I 

Die beiden ersten Gleichungen, von welchen jede nur eine Un- 
bekannte Xq oder X^ enthält, dienen zum Beweise, dass diese Un- 
bekannten die Wurzeln sind der folgenden quadratischen Glei- 
chung in X , die beiden anderen , dass cc, und a, die Wurzeln sind 
der quadratischen Gleichung in a: 

y^) ' — ' a,+ X^ a,+ X~^' a+X,^ a + X, — ^' 

Durch die erste von diesen Gleichungen sind also die beiden 
Unbekannten ^o ^^^^ ^ «Is Wurzeln der Gleichung bestimmt. 
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Um auch die Wer^ der beiden aaderen Unbekannten B^ und ^i 
festzusteUen , bemerken wir, dass identisch ist: 

(9) 

Setzt man in diesen Gleichungen für X entweder — a^ oder — a, 
und für a entweder — l^ oder — l^» ^o erhält man: 

Po — ;;; 1 ^o — j _, » 

(10) "•""' "^ '^ 

fft_ («l + ^(«.+^.) jD«__ («0 + ^.)(«.+Xl) 

Pl 7^ 7~^ » ^\ ~A ~i • 

Die beiden letzten von diesen Gleichungen geben die Werthe der 
beiden letzten Unbekannten B^ und B^. 

Dass die Werthe der Substitulions-Coeflßclenten in (6) reelle 
smd, ersieht man erstens aus der quadratischen Gleichung (8). 
deren grösste Wurzel ilo zwischen oo und — a, liegt und deren 
kleinste Wurzel A, zwischen — a, und — a^ liegt, wenn cfo > «,; 
zweitens aus den in (lO) gegebenen Werthen von B^ und 5,*, 
welche hiernach positiv sind. 

Wenn man die vorangegangenen Formeln überblickt, so 
fällt der Dualismus derselben in die Augen. Dieser Dualismus 
lässt sich auf Grund der folgenden Betrachtungen zu einem Prin- 
cip machen. 

Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen (5) mit x und y, 
und addirt« so erhält man mit Rücksicht auf (4): 

(II) ßo^ + ß,y =^ B,X + B,Y, 

wodurch die Gleichung (2): 

(12) {ßox + ßtyr - i^o^' + «,y*) = kx^+lt y 

übergeht in: 

(13) {BoJC+ B.Yf - (Ao^ + ;,r) = aoa:» + ay. 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (i) 
und (12) zu identischen Gleichungen machen, so machen auch 
die Auflösungen dieser Substitutionen die Gleichungen (l) und 
(l3) zu identischen Gleichungen und umgekehrt. Daraus ergiebt 
sich nun folgende Regel zur Hcrleitung neuer Formeln: 
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Es ist erlaubt in allen Formeln, die aus den Sub- 
stitutionen (4), welche die Gleichungen (1) und (2) zu 
identischen Gleichungen machen, .hervorgehen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen: 

(14) , ^ 

Hiernach genügt es ein System Formeln wirklich zu entwickeln, 
weil ein zweites System nach dieser Regel von selbst folgt. 

Zieht man die Gleichung (l), nachdem man sie mit einem 
Factor X multiplicirt hat von (12) ab, so erhält man: 

(15) . . . {ß^+ß^t/}'- {(ao+A)a:' + (a, + %«} = (Ao-.A)^+(A,-A)r. 

Diese Gleichung, au die Stelle der Gleichung (2) gesetzt, lässl 
erkennen, dass es frei steht in allen zur Lösung des 
Problemes entwickelten Formeln zu verändern; 

(«6) 

Durch diese Aenderungen werden die Grossen B^ und 5, 
nicht geändert. Es bUden daher auch die Formeln keine Aus- 
nahme von der Regel, in welche die durch die Gleichungen (5) 
deßnirten Grössen Bq und ^, eingehen. 

Um ein drittes Princip zur Herleitung neuer Formeln zu 
entwickeln, werden wir die reciproke Function <P(w, v) der ge- 
gebenen Function g){x,i/) feststellen dadurch, dass wir nach 
Vorschrift von (-25) der siebenten Vorlesung setzen: u = ^g)'(x), 
V = ^(p'[y). Die Auflösungen sind dann nach (27) folgende: 
X = ^0\u), y = ^0\v) und die reciproke Function selbst wird: 
0{u,v) = i {u 0'{u) + V 0'{v)} . 

Die Ausführung der durch die Zeichensprache angedeuteten 
analytischen Operationen zur Restimmung der reciproken Func- 
tion giebt: 

(") »(«■■') = Te'+^)'-(C+^> 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

(18) £ = ftL + fti _ 1. 

^ ^ Ofo ^ Ofj 



» "o » '"l ' ^0 > 


h. 


„ in «0 + l, «1 + i, io — *. 


i,-i. 
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Auf Grund von (|9) und der darauf folgenden Erklärung in 
der achtzehnten Vorlesung hat man nun die durch die Substitu- 
tionen (4) identische Gleichung: 

„„.....*,..„=(fe.+6,)--,g+*;)=,(^+-). 

Da man diese Gleicliung an Steile der Gleichung (*i) des Pro- 
blems nehmen kann, so sieht man, dass es erlaubt ist, in 
allen unseren Formeln folgende gleichzeitige Ver- 
tauschungen eintreten zu lassen: 

»> ßo* ßlf <*0» ^i* ^> ^l> ^0> ^f 

(^) ir, ßo Pi « « « « «^0 «^1 

„ m ^~9 !—> — » — > — » — > — - — • — - — • 

«0 ^i *o ^1 ^0 *i *o *i 

I)ie angegebenen Veränderungen der Grössen Bq und ^, ergeben 
sich aus den Werthen (6) der Substitutions-Coefflcienten , welche 
durch die vorangegangenen Veränderungen keine Aenderung er- 
fahren dürfen. 

Macht man in der Gleichung (19) die Veränderungen (16) 
und bemerkt, dass s durch diese Veränderung übergeht in: 

(«) ^=«^ + ;^.->. 

so erhält man: 

eine Gleichung, welche wie die vorhergehende (|9) durch die 
Substitutionen (4), welche die Transformationen (l) und (*i) be- 
wiiiLen, ebenfalls zu einer identischen Gleichung wird, welchen 
Werth auch X habe. 

Ein System eleganter Formeln, dienlich zu weiteren Trans- 
formationen, ergiebt sich aus dem Vorhergehenden auf folgende 
Art: 

Macht man die Auflösungen der Substitutionen (4) durch die 
Substitutionen zu identischen Gleichungen und vergleicht die Coef- 
ficienten gleicher Variabein, so erhält man: 

Durch Einsetzen der Werthe (6; der Substitutions - Goefficienten 
geken diese GlächuDgen über in: 

Hess«, AMJyl. GeoMetr. |g 





h* , ß,' _ 1 , 




(«. + *.)' ' («i+i.)' ~ Bo* 
Po« , ß,* _ 1 , 


\ 


p.« . ß,* 
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(23) 



(ao + Xo) («0 + ^i) ^ («I + Xo) («1 + ^,) ^" ''• 
Macht man in den beiden ersten Gleichungen (7) die Aen- 
derungen (20) und hierauf die Aenderung (I6), so erhält man: 

,^^, («« + ioH«o + i) "'" (et, + i.)' («. + !) "= ÄT^' 

^ Jl I ß,* _ E 

(a„+i,)(ao + l)'^ (a,+i,)(«, + i) i,-i 

DilTerenzirt man diese in l identisclien Gleichungen, und setzt 
hierauf für X entweder 1, oder i, , so erhSlt man mit Rücksicht 

auf (23) und (7): 

,„. , («0 + K) («0 + i..^ ^ («. + lo) l«. + *.)' (io - A|) Ä.» 

Po' . Pt' _ t ■ 

(«• + A0(«o + ^o)» ■*■ («i + ^,) («, + Xo)*~ (i|~^»)^«« 

Wenn man die Grössen B^ und 5, als Function von »o, «i, 
Xo, A, betrachtet, wie sie durch (lo) ausgedrückt sind, und die 
Logarithmen dieser Ausdrücke partiell differenzirt nach A« und 1,, 
so erhält man: 



a^ _ 1 . 1 



^0 dXo «0+ Ao "*" «i + Ao "*" A, - Ao' 

2_ ajff, ^ __JL_ . 1 . i_ 

Bi ^A, «o+A, "^ a, + A, "^ Ao-A/ 

Aehriliche Ausdrücke gehen aus der also dargestellten ersten 

Gleichung (9): 

Po' . gl' _ , _ _ (A-Ao)(A-A.) 
ao+A'*"a, + A ^~ ^a, + x)(a, + X) 

hervor, wenn man diese in A identische Gleichung zweimal nach A 
differenzirt und nach der Differentiation für A setzt entweder A, 
oder A,, nämlich: 

_Jo' , ?? _ i i i , 1 . 1 ) 
(«o + Ao)*"*" (a, + Ao)« ~ ^o'Uo + Ao"^ «i + Ao ^ A,-Ao) 

K + A;)'^ K + A,)« /?.M«o + A, ^«i+A,^ Ao~Ä,l 
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Der Vergleich dieser beiden Gleichungen mit den beiden 
vorher abgeleiteten Gleichungen ergiebt endlich: 

^^^^ («0 + hy ^ («f| + ^o)» "" Bo' dXo ' 

ft» _ 2 dB, 



Po 4. Pr _f 



in gleicher Weise, als das behandelte algebraische Problem 
geometrisch aufgefaast werden kann, so kann man auch einzel- 
nen von den entwickelten Formeln eine geometrische Bedeutung 
unterlegen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke ß^ und ß^ als die varia- 
beln rechtwinkligen Coordlnaten eines Punktes in der Ebene, so 
stellt die erste Gleichung (8) einen auf seine Hauptaxen bezoge- 
nen Kegelschnitt dar, und, wenn man in jener Gleichung A va- 
riiren lässt, ein ganzes System Kegelschnitte mit denselben Brenn- 
punkten , weshalb sie confocale Kegelschnitte genannt 
werden. Betrachten wir dagegen ß^ und ß^ als die rechtwinkli- 
gen Coordinaten eines beliebig gegebenen Punktes in der Ebene, 
so liefern die beiden ersten Gleichungen (7) den Beweis, dass 
durch jeden beliebig gegebenen Punkt in der Ebene nur zwei 
mit einem g^ebenen Kegelschnitt confocale Kegelschnitte hin- 
durchgehen. Aber auch über die Natur dieser Kegelschnitte 
können wir uns Gewissheit verschaffen , nachdem wir in dem 
Vorhergehenden die Grenzen der Wurzeln lg und l^ festgestellt 
haben. Da nämlich beide Nenner in der ersten Gleichung (7) 
poätiv, in der zweiten der erste Nenner po»tiv, der andere ne- 
gativ sind, so muss der eine Kegelschnitt eine Ellipse, der an- 
dere eine Hyperbel sein. 

Errichtet man in dem beliebig gegebenen Punkte, durch 
welchen die beiden confocalen Kegelschnitte gehen. Normalen 
an die beiden Kegelschnitte, so verhalten sich die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Ellipse mit den Coordinatenaxen 
bildet wie: _fc_. ßt 

«t + i* • «! + !•' 

nnd för die Hyperbel bat man: 

fc . ßi 
«. + Ar % + ii • 

16* 
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Die dritte Gleichung (23) dient zum Beweise, dass diese Nor- 
malen auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe sitgt, 
dass die beiden confocalen Kegelschnitte sich senkrecht schneiden. 
Diese Bemerkungen fassen wir kurz zusammen wie folgt: 

Confocale Kegelschnitte derselben Art schnei- 
den sich nicht in reellen Punkten. Confocale Kegel- 
schnitte verschiedener Art schneiden sich immer in 
reellen Punkten senkrecht. In jedem Punkte der 
Ebene schneiden sich zwei zu einem in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitte confocale Kegelschnitte. 

Man erhält aus der Gleichung des Tangentenkegels einer 
Oberfläche zweiter Ordnung (20) der vierzehnten Vorlesung die 
Gleichung des Tangentenpaares an den Kegelschnitt, in welchem 
die Oberfläche von einer der Coordinatenebenen geschnitten wird, 
wenn man die auf dieser Ebene senkrechten Coordinaten gleich o 
setzt. Bildet man nach dieser Vorschrift die Gleichung des Tan- 
gentenpaares, welches von einem durch seine Coordinaten ß^, ßi 
gegebenen Punkte an den durch die erste Gleichung (8) gegebe- 
nen Kegelschnitt gelegt ist, so erhält man: 

Die Hauptaxen dieses Tangentenpaares sind das Linienpaar, 
welches die von dem Tangentenpaar eingeschlossenen Winkel hal- 
birt. Die Glieder der zweiten Ordnung in dieser Gleichung bil- 
den gerade den Ausdruck (22), der zugleich mit (l) durch die 
Substitutionen (4) transformirt wurde. Damit hat aber auch das 
Problem der Hauptaxen des genannten Tangentenpaares seine al- 
gebraische sowie seine geometrische Lösung gefunden, welche 
letztere sich so ausdrücken lässt: 

Die Winkel^ welche das von einem gegebenen 
Punkte an einen Kegelschnitt gelegte Tangenten- 
paar bildet, werden halbirt von den beiden durch 
den gegebenen Punkt gelegten, zu dem gegebenen 
Kegelschnitte confocalen, Kegelschnitten. 

Wenn ein Punkt in der Ebene durch seine rechtwinkligen 
Coordinaten ßo, j3, bestimmt ist, so ist derselbe auch bestimmt 
als Schnittpunkt der beiden mit einem gegebenen Kegelschnitte (8) 
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confocaleir Kegelschnitte, welche durch ihn gehen. Es schneiden 
sich zwar di« beiden confocalen Kegelschnitte in vier gegen die 
Coordinatenaxen symmetrisch gelegenen Punkten ; allein mit pas- 
sender Beschränkung, zum Beispiel, dass der Punkt nur liegen 
soll innerhalb des von den positiven Coordinatenaxen eingeschlos- 
senen Winkels, wird der Punkt durch die beiden durch ihn ge- 
henden confocalen Kegelschnitte unzweideutig bestimmt sein. 
Mab kann daher die beiden confocalen Kegelschnitte als die den 
Punkt bestimmenden Coordinaten ansehen. Die ihnen entspre- 
chenden Wcrthe von k gleich Xq und A, führen den Namen der 
elliptischen Coordinaten des Punktes, dessen rechtwink- 
lige Coordinaten sind ßo und ß^. 

Die beiden ersten Gleichungen (7), in welchen man a^ und a, 
als constante Grössen zu betrachten hat , sind die Relationen 
zwischen den variabeln rechtwinkligen und den variabeln ellipti- 
schen Coordinaten. Ihre Auflösungen (lO) drücken die rechtwink- 
ligen durch die elUptischen Coordinaten aus. 

Es genügt aber nicht die Ausdrücke der rechtwinkligen Coor- 
dinaten durch die elliptischen zu kennen , in vielen Fällen braucht 
man auch die Differentiale der einen durch die anderen. Diffe- 
renzirt man deshalb die beiden ersten Gleichungen (7), indem 
man die rechtmnkligen Coordinaten gleich wie die elliptischen 
als Vai'iabeln betrachtet, so erhält man mit Rücksicht auf (23): 





«u + i. ' «1 + io 


dl, _ 
2/?,« - 





und hieraus mit Berücksichtigung von (6): 
(28) 



^ = a'dß^ + b'dß,. 



^= adß, + b'dß,. 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Subsütulionen (4), 
so sieht man, dass, wenn die Variabeln x,y die Werthe anneh- 
men x= dßo, y= dßi, die anderen Variabeln die Werthe er- 
halten: ^ = ^. ^=S- ^^ **^ deshalb erlaubt, in 
den Substitutionen (4; und in allen Olei^hangen, 
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weiche diese Substitutionen zu identischen Gleichun- 
gen machen, folgende gleichzeitige Veränderungen 
eintreten zu lassen: 

X, y, X\ T 

„ in dßo, rfft, 25^, ^. 

Von den durch diese Veränderungen aus den angegebenen 
Formeln hervorgehenden Differentialformeln heben wir die erste 
hervor, welche das Quadrat des Differentiales ds des Bogens irgend 
einer Curve ausdrückt: 

(30) d»«- dß,*+dß,*= if^*+ ^ 

Wenn wir der Bequemlichkeit wegen setzen: 

(*') 

- L* = K + *.) («1 + i.) . 

so geht (3o) mit Rücksicht auf (10) über in: 

(32) rf*'= ^- l^+ ^*t- 

Hieraus erhalten wir das Differentiale des Bogens des Regel- 
schnittes (8), von dem wir annehmen wollen, dass er eine Ellipse 
sei, indem wir A^ = A, gleich einer Constanten setzen, deren 
Werth zwischen — «j und oo liegt: 

(33) d,= ?lLEII.^. 

und hieraus ergiebt sich die Länge s des Bogens der Ellipse (8): 

(34) .=/ilLEIi).^, 

n 

begrenzt von den beiden confocalen Hyperbeln, welchen die 
Werthe A, =-= A," und A, = A,' der elliptischen Coordinaten ent- 
sprechen. Nimmt man für die Grenzen des Integrals die Hyperbel- 
grenzen, so erhält man den vierten Theil des Umfanges ü der 
genannten Ellipse, und demnach: 
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— «, 

y* dl, 
Vix - X,) • ZT* 

Die Bogeoelemente da^ und da^ der confocalen Ellipsen und 
Hyperbeln erhallen wir aus (32): 

rfflo- — 2 — -rr 

(36) 

da, — ^^ , 

indem wir einmal Aq, das andere Mal k, constant setzen. Dem- 
nach wird, weil alle confocalen Ellipsen alle confocalen Hyper- 
beln senkrecht schneiden, das Element der von zwei confocalen 
Ellipsen und von zwei confocalen Hyperbeln eingeschlossenen 
Fläche: 

(37) da, . da, -- ^^i-=lA) ^ ih . 

Durch doppelte Integration und Ausdehnung der Grenzen 
über sämmtliche von der gegebenen Ellipse (8) eingeschlossenen 
confocalen Ellipsen und über sämmtliche confocale Hyperbeln 
erhält man den vierten Theil des Flächeninhaltes / der gegebe- 
nen Ellipse. Man hat demnach: 



— «1 k 
(38). ^=//(^-^')? 



—«0 —«1 



Einen einfacheren Ausdruck für den Flächeninhalt der ge- 
gebenen Ellipse (8) erhält man auf folgende Art. Man be- 
schreibe um den Mittelpunkt der gegebenen Ellipse mit dem 
Radius der grossen halben Axe einen Kreis: 

«0+ ^ «0 + 't '• 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) der 
Ellipse zeigt, dass die Ordinate des Kreises sieh zu der, dersel- 
ben Abscisse entsprechenden, Ordinate der Ellipse verhält wie: 



m+^:^/(«. +A). 
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In demselben Verhältnisse stehen auch die Flächenelemeute k und i 
des Kreises und der Ellipse, welche begrenzt werden von zwei 
unendlich nahen Ordioaten. Man hat daher: 

i^k. V ia, + l) 

Nimmt man die Summe aller Flächenelemente des Kreises und 
der Ellipse: £k =:= IC und £i = /, so erhält man: 



I = 



^(«0 + ^) 



Da aber der Elächeninhalt AT des Kreises ist: K =^ 7r(cro + ^)f 
so bat man: 



(39) / = nj/(a, + l) j/{a, + X), 

und daher mit Rucksicht auf (38): 

(40) ^^^KT^ /W+^ --J ßh - h) § g^' 

welche Gleichung nach dem Vorhergehenden bewiesen ist für alle 
zwischen — «j und oo gelegenen Werthe von X und unter der 
Voraussetzung , dass cto > a, . 

Von den Differential-Formeln, welche aus den in dem er- 
sten Theile der gegenwärtigen Vorlesung entwickelten Formeln 
durch die Veränderung (29) hervorgehen, heben wir ferner die, 
der Gleichung (22) entsprechende, Formel hervor: 

um auch ihr eine geometrische Bedeutung unterzulegen. 

. Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Gleichung (27) des 
von dem Punkte ßo, ßi an den gegebenen Regelschnitt (8) ge- 
legten Tangentenpaares. Verlegt man mit Beibehaltung der Rich- 
tung der Coordinatenaxen den Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes in den genannten Punkt, so wird die Gleichung des 
Tangentenpaares rücksichtlich dieses Coordinatensystemes: 
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woraus die Differentialgleichung desselben Tang^ntenpaares ruck- 
sichtlich des ursprünglichen Coordinatensystems hervorgeht: 

(*2) • • • {;^H^ + ;^i] - ^rn^i + -i^pri] - ^' 

und in elliptische Coordinaten durch (41) übertragen: 

^*^^ (io-«/?o' a-x,)/?,» 

Zerlegt man diese Gleichung in ihre Factoren und setzt jeden 
einzelnen gleich o, so erhält man die Differential -Gleichungen 
der von dem Punkte ß^, ß, an die gegebene Ellipse (8) gelegten 
Tangenten: 

dlo dl, ^ ^ 

Vo:^ i) . Äo y(i - A.) . B, 

diu I dl, __ ^ 

^''(ir^w.^o ya - ^i) . ^1 

oder, wenn man die übersichtlichere Bezeichnung (31) einführt: 

0, 





dUn dl, 


(«)... 






^'(i, - i) . ü, ?^(i - ii) . /., 



Um nun die Länge $ der Tangente auszudrücken, setzen wir 
in Gleichung (32) den Werth von dX^ aus einer der Gleichun- 
gen (44) ein, wodurch wir für jede der beiden Tangenten er- 
halten: 

oder: 

yör=nLö.di, . (U-i^.di , 

Bezeichnen wir aber mit s^ die Länge der ersten Tan- 
gente (44) und mit s, die Länge der zweiten Tangente von den 
Punkten an gerechnet, wo sie die gegebene Ellipse (8) berühren, 
bis zu ihrem Schnittpunkte /^q, ß,, oder in elliptischen Coordina- 
ten Aq, Aj, so erhalten \^ir mit Berücksichtigung ihrer Differen- 
üalgleichungen (44): 
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(45) . . . 



.,.= ?^.,+l^.^, 



"'• 2L, "*' 2Z, ^' 

und hieraus durch Integration : 



(«) 






wenn wir annehmen, dass Aj* und A'j die Werthe der elliptischen 
Coordinate X^ seien, welche den Berührungspunkten der Tangeu- 
ten der Ellipse (8) entsprechen. 

Durch Addition der beiden Gleichungen (46) erhält man: 

und wenn man hiervon den von den beiden Berührungspunkten 
begrenzten, durch (34) ausgedrückten. Bogen der gegebenen El- 
lipse (8) abzieht: 






(48)... s, + s,-s = ijy(h-i-)aj^ 

Da dieser Ausdruck aber die zweite elliptische Coordinate Ai 
des Punktes ß^, j3, nicht enthält, so bleibt er unverändert füi* 
alle Punkte /^o, /?, , für welche X^ eine constante Grösse ist, das 
heisst, für alle auf einer Ellipse liegenden Punkte, welche mit 
der gegebenen Ellipse confocal ist. Dem hierdurch bewiesenen 
Satze können wir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine gegebene Ellipse einen ge- 
schlossenen Faden schlingt, und diesen durch einen 
Stift in der Ebene der Ellipse spannt, so beschreibt 



Das Problem der HaupUxeu der Garven 2.0. Gonfocale Kegelschnitte etc. 251 

der Stift bei seiner Bewegung eine mit der gegebe- 
nen Ellipse confocale Ellipse. 

Betrachten wir schliesslich noch den Grenzfall, wenn der 
Punkt ß^, ß^ der gegebenen Ellipse (8) unendlich nahe rückt. 
In diesem Falle werden alle Differenzen l\ — AJ und X^ — l 
der Grenzen der beiden Integrale in (47) unendlich kleine Grössen 
und mit ihnen auch die Integrale. Da aber d^ Factor ^/(I7— ^) 
unter dem zweiten Integralzeichen für alle zwischen den Grenzen 
des Integrals liegenden Werthe von l^ ebenfall s unen dlich klein 
^ird, während der entsprechende Factor y[k — X,) des ersten 
Integrales für alle Werthe Ton l^ zwischen den Grenzen des In- 
tegrals endlich bleibt, so sieht man, dass in dem Grenzfalie das 
zweite Integral gegen das erste verschwindet, und dass die Aus- 
drücke (47) und (34) in einander übergehen. 



ZweiundswanzigBte Vorlesung. 

Das Problem der Hauptaxen der Oberflächen 

zweiter Ordnung. Confocale Oberflächen zweiter 

Ordnung und elliptische Raumcoordinaten. 



Man hat am Ende der zwanzigsten Vorlesung gesehen, wie 
das Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ordnung 
rein algebraisch sich so ausdrücken lässt: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, welche 
die Gleichungen: 

(I) a:«+y«+z«=Z«+ r + Z«, 

(«) 9,(ar, y, z) = X,J^ + A,F«+ i,Z«, 

zu identischen Gleichungen machen, wenn die Func- 
tion q>{x, y, z) gegeben ist in der Form: 

(3).. . 9>(^.y,^) = ißf.'c + ßiy + ßt^Y - («0«^ + «ly* + «!*•). 
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Indem mr dieses Problem wieder aufnehmen, werden wir 
annehmen, dass die linearen Substitotionen, welche (fle Trans- 
formationen (i) und (2) bewirken, mit ihren AuflötHmgen sden: 

X =1 a^X+ ar+ aZ, X = a^x + Vg + Ä, 

(4) . . . y = VX+b'Y+ b''Z, r = ax+b'y + cz, 

z = c^'X+cY + c'Z, Z = ax + b"y + e'z. 

Dass die aufgelösten Substitutionen gerade die angegebene 
Form haben, folgt, wie man in dem zweiten Theile der neun- 
zehnten Vorlesung gesehen hat, aus der durch die Substitutionen 
identischen Gleichung (i). Aus dieser Gleichung gehen aber alle 
Formeln hervor, die wir in dem zweiten Theile der genannten 
Vorlesung entwickelt haben. Es genügt hier auf sie nur hinzu-, 
weisen mit der Bemerkung, dass man überall für a, 5, c zu 
setzen hat a", 6°, c°, um für unser Problem gültige Formeln zu 
erhalten. 

Die Vl^erthe der 9 Substitutionscoefißcienten werden wir be- 
stimmen, indem wir die drei Grössen B^, B^, B^ einführen, 
welche durch die folgenden drei Gleichungen od^ durch ihre 
Auflösungen definirt sind: 

ß,^a'B, + aB,+ a'B,, Bo=a% + b% + c%, 

(5) . . . i5, = b'B,+ b'B, + ft'A, B, = a'ß, + b'ß, + c%, 

ß, = c'B, + c% + c"B„ B, = a'ß, + b^ß, + c'ft. 

Alsdann gehen aus der durch die Substitutionen identischen 
Gleichung (2) folgende 9 Gleichungen hervor: 



(6) 



Die erste von diesen Gleichungen erhält man, wenn man 
die durch die Substitutionen (4) identische Gleichung (2) partiell 
nach X differenzirt und hierauf ^=i, F=0, Z=0, und zu- 
gleich X := a^, y =: b^, z =^ c^ setzt. In gleicher Weise erhSlt 
man die übrigen Gleichungen. 



_o _ ß»S» 

«O+V 


b«- ^'^0 
«i+V 


^ ßt^o 


" «o+A,' 


b'— '*''*' 


c'- <*'*' 




i" ßi^t 
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Me Substitutiooscoefficienten sind' in den Gleichungen (6) 
durch die sechs unbekannten Grössen B^^, B^, B^, l^,, Xt, kf aus- 
gedrückt. Um die Werthe der letzteren festzustellen, dienen die 
Gleichungen : 



«0+^ «1+^1 «2+^1 ' »1+^ «1+^1 «1+^! 



ffo' r ft' . g2' _, ^O' . ^i' . _^/__, 

welche aus (6) dadurch hervorgehen, dass man die Horizontal» 
Gleichungen multiplicirt mit ßo, ß^, ßt und mit Berücksichtigung 
von (6) addirt, oder, dass man die Vertlcalgleichungen multiplicirt 
mit -5«, Pj, Af und addirt. 

Die beiden ersten Gleichungen drücken aus, dass die Un- 
bekannten Ao, l^y X^ die Wurzeln sind folgender in l kubischen 
Gleichung, die drei anderen, dass die bekannten Grössen cto, fX\, f^t 
sich als die Wurzeln folgender kubischen Gleichung in a betrach- 
ten lassen: 

Nach Feststellung der W^urzeln der ersten cubischen Glei- 
chung (8) bleibt noch übrig die Werthe der Quadrate der letzten 
Unbekannten B^, B^, B^ durch Auflösung des zweiten Systemes 
Gleichungen (7) zu berechnen. Diese Berechnung geschieht am 
einfachsten in folgender Art: 

Da Ao, X^y A, und »o, a^, er, die Wurzeln der kubischen Glei- 
chungen (8) sind, so hat man identisch: 

(«0 + X) (a, + X) (a, -f A) - ft'(«, + X) (a, + X) 

- ßi'i^t + X) K +X)- ft«K + X) [a, + X) 

= (X-X,){X--X,){X-X,), 



(ö) 



(a + Xo) (« + X,) {a + X,) - B,'{a + A,) {a + A.) 
- B,*{a + A,) (a + X,) - B,^a + X^ (a + A,) 

= (« — «o) (a — «i) (a — «,). 
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Setit man in diesen Gleichungen für l nach einander 
— «p^, — «1» — «f, und für « ebenso — A©, — 1|, — A,, «o 
erhält man: 



(««+^ 



tf t_ («o+^) («o+A|) («0+ ^2) p t_ («0+ Aq) («1+ ^ («tH 
'^*^ («o-«t)(«o-««) ' " (^o~i|)(lo-iW 

/i^\ tf t_ («i +^ ) («I + ^t) («t + A») p t_ K+ ^l) («t+ Al) («t+^ , 

fff_ («t + ^(tf«+At)(«2+ X,) j. «^ («0+ ^ («< + A«) («« + ^ . 

Aus der in l kubischen Gleichung (8) ersieht man, wenn 
man voraussetzt: 

(11) «0 > »i> «f» 

dass, welche Werthe auch die Grössen ß^, ß^, ßf haben mögen, 
die Wurzeln jener Gleichung liegen: 

die grösste Wurzel X^ zwischen + 00 und — er,, 

(12) . . die mittlere Wurzel l^ zwischen — «, und — - «,, 

die kleinste Wurzel A, zwischen — er, und — cr^» 

Deshalb sind auch die Ausdrücke Bo*, B^, Bf in (lO) sammt- 
lieh positiv und die Ausdrucke (6) der SubstitutionscoefBcienten 
reell. 

Von den angeführten Formeln braucht man nur die eine 
Hälfte aufzustellen, die andere ergiebt sich von selbst nach dem 
Prinzipe, welches wir jetzt entwickeln wollen. 

Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen (5) mit 
x,y,z und Addition erhält man mit Rücksicht auf (4): 

(1*) ßffio + ß,y + ftz = B^ + B,T+ B^. 

Mit Hülfe dieser Gleichung geht aber die Gleichung (2): 

(14) ..{ß^ + ß,y + ftz)«^ {a^+ «y + a,z') =X,J[^+ A, P + X,2^ 

über in: 

{\b)...[B,X+B, Y^B,Z)^-[l,X^+X, Y^+X,P)=u^a?+a^y'^a,^. 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (l) 
und (14) zu identischen Gleichungen machen, und die Substitu- 
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tionen dadurdi bestfmint sind, so machen die Auflösungen die- 
ser Substitutionen die Gleichungen (j) und (i5) zu identischen 
Gleichungen und sind ebenfalls bestimmt. Daraus ergiebt sich 
aber folgende Regel zur Ableitung neuer Formeln: 

Es ist erlaubt in allen Formeln, die aus den Sub- 
stitutionen (4) hervorgehen, welche die Gleichungen 
(l) und (2) zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen. 

., oc, y, z;* «0,«,, «j; jS«» ßt» ßt* ^^> ^> «'• 
„ X^ Y, Z\ Aq, Aj, A,; -ßo» ^1» ^%y fl, « ,ft . 

Zieht man die mit einem willkOrUchen Factor A multiplicirte 
Gleichung (l) ab von (i4), so erhalt man: 

{ß^ + fty + ßt^Y -{(«.+ ^)^+ («I + ^y + («• + A)^«} 

' " = (A, ^ A)^ + (A, - A) r H- (A, - AjZ». 

Wenn man diese Gleichung an die Stelle der Gleichung (2) 
des Problemes setzt, so sieht man, dass man in allen zur 
Lösung des Problemes entvirickelten Formeln fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen eintreten lassen 
kann: 

» ^0 » *i » ^1*^ A(, , Aj , Aj ; 

(18) . . 

„ in «0 + ^» «1 + ^» «f + ^; ^ — ^, ^1 — ^, ^f — ■ A. 

Ein drittes Prinzip, nach welchem die zur Auflösung des 
Problemes dienlichen Foimeln verändert werden können, ergiebt 
sich aus der folgenden Betrachtung: 

Setzt man, um die reciproke Function <Z>(t<, v, »;) der in (3) 
gegebenen Function ^>{x, y, z) zu bestimmen, nach Vorschrift 
von (25) der siebenten Vorlesung: 

u == \kp\x) , V = \(p\y), w = ^(p{z) , 
so erhält man nach (27) die Auflösungen dieser linearen Glel- 
.chungen: ^ _ , ^^^^^ ^ _ ^^.^^^^ . = 4<I>». 

und die reciproke Function selber wird: 
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Die hier angedeuteten analytischen Operationen zur. Bestim- 
mung der reciproken Function 0{u, v,'m) führen wir am ein- 
fachsten in folgender Art durch. 

Wir setzen, um abzukürzen: 

«ü «I «s 

Alsdann sind die drei Gleichungen aufzulösep: 

V = l<p'(p) = ßtB — «,y, 
w= l<p\z) — ß^B — «,«. 

Hultiplicirt man dieselben mit S^, ^, ^ und addirt, so erhtit 

^ «0 «, a, 

man: 

^u + ^v + ^w = (8 + i) B ^ B. 

«j fti Uf 

und hieraus: 



« \«0 «I «t J 



Man erhält demnach die gesuchten Auflösungen, wenn man in 
den so dargestellten drei Gleichungen: 

«0 «0 

«1 «1 

«t «t 

für B den zuletzt gegebenen Werth setzt. Durch Multiplicatioo 
dieser drei Gleichungen mit u, v,w, und Addition derselben er- 
hält man dann die gesuchte reciproke Function: 

in welcher {b) die Bedeutung hat: 

^ ^ «0 ^ a, ^ a. 
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Auf Grund von (19) und der darauf folgenden Erklärung in 
der achtzehnten Vorlesung hat man demnach die durch die Sub- 
stitutionen (4) identische Gleichung: 

.*,.,,.., = (i.+ t, + A,)'-.g + £ + 

(21) . . . 






Da man nun diese Gleichung mit der Gleichung (2) des Pro- 
blems vertauschen kann ohne die Substitutionen (4) zu ändern, 
so sieht man, dass es erlaubt ist, in allen unseren.For- 
meln folgende Veränderungen zu machen: 

»» ßof ßi> ßt'^ ^o> *^i> ^t'y K» ^if ^t* -^0 5 ^1» -^t 

(22).., 

in A, A, A. ^, _L, _L. ±, JL, i.. !^, !^. !£«. 

CCq tt| »2 «0 ^t **! ^6 ^1 ^ ^ ^i ^t 

Denn da die Werthe der neun Substitutionscoefßcienten (6) sich 
durch die ersten von diesen Aenderungen nicht ändern dürfen, 
so müssen die drei letzten Grössen ß„ , ^i , ^t eben die angege- 
benen Veränderungen erhalten. 

Die Veränderungen (»8) in (21) lassen, wenn man setzt: 

(^) ^=Jh''^i + ^i-\ 

folgende durch die Substitutionen (4) in X identische Gleichung 
hervorgehen: 



(24) 



/ ß^ 4. fty . ßt^ V y/ ^' . _j^_ 4. ^' \ 

— Et" ^' i ^ A- ^ \ 
\Xo—X^Xi^ X^ i^-xj 



An das Vorhergehende reiht sich ein System eleganter For- 
meln an, welches, zu ferneren Transformationen dienlich, sich 
fast ohne alle Rechnung sofort hinschreiben lässt. 

Setzt man die Werthe der Substitutionscoefßcienten (6) in 
(16) der neunzehnten Vorlesung ein, so erhält man: 

Hesse, AnalyU Geomelr. |7 
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ft.' . <»■' + ft» _L 

'W+TJ "^ («, + 1.)' ^ («, + ij' ~" i»,' ' 

M.\ fc' 4. ft' 4. P»' _ _L 

ft.' - ß<* ^ P«' 






(26). . — ^ + - ^ + - ^ =0 

^ ' (.«0+ h) («0+ W («. + h) («I + W ^ («. + h) («, + i«) ' 



+ 



Die erste Gleichung (21) der 19. Vorlesung ab"~ a"b'=c*, 
sowie auch jede andere des Systemes , geht in gleicher Weise 
mit Berücksichtigung von (lOj über in: 

(•27)^„Ä,ß,(i,-i.)(A,-A„){l,-A,)+^./S,/J,(«,-a,)(a,-tt.)(«„-«,)=o. 

Macht mau in den drei ersten Gleichungen (7) die Aende- 
rungen (2'i) und hierauf die Äenderungen (18), so erhält man: 

__ ft,' . ßj ■, P«' . ^ _Ä_, 

J„' ^ gl* ^ ßt* E_ 



Differenzirt man diese in X identischen (ileichungen nach il 
und setzt hierauf für l entweder X^ oder i, oder Aj, so erhält 
man mit Rücksicht auf (25) und (7) : 

ßl . ßl .. ?.'_ ^_ ! , 

(««+l,)(«»+lo)''^(«<+i,)(«.+W^(«.+i.)(«.+iü)'~~(i,-WÄo' 

ß<? , ß? I ft' L_, 

(«„+X,)(a„+X„)»"r(„,4-i,)(„,4-X„)«^ („,-|.i J(a,-|-X,)« U,-Ao)Ä„« 

g .' I Pi' I P.' ^l__, 

f2g)(««+ia)(<^o+ii)''^(«i+i2)(«i+l.)'"^(«*+it)(«i+A|)'~a,-i.W 

fe' I p.' , ft' _ t , 
fc* . ff,» . e,» 1 



&! I Pi' I ?^ 1 
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Wenn man die Grössen B^^ B^, B^ als Functionen von a^, a„ «, 
und Iq,Ii, It betrachtet, Mie sie durch (10) ausgedruckt sind, und 
die Logarithmen dieser Ausdrücke partiell dilTerenzirt nach l^ oderXj 
oder l^, so erhält mau: 

1- .^ _ _l . _*_ 4. ^ . t . _J 

B^' dh ~ «0 + io "^ «1 + io "^ «f + ^ "^ Ii - ^ "^ it - ^' 

2 dB^ _ 1 L 1 ^ 1 j ^1 1 



Bi dXx «0 + ^1 a, + Ai «t + ii^^t-^i io- ^t 



Ä, gi, «0 + Ai «1 + i, a, + i, ^ i, — i, ^ i, — i. 

Da man aber ähnliche Ausdrücke erhitt durch zweimalige Diffe- 
rentiation der also dargestellten identischen Gleichung (9): 

«Q+ i"^ «i+i*^ «t+l («, + l)(«, + l)(a,-|-Z) 

nach 2 und Veränderung dieser variabeln Grösse in l,, li, l^, 
nämlich : 

= J-)— i 4..- '_ 4. _L_ J. _L_ J. _1_J 
ft.' . _ P.' _ + _ft* _ _ 

(««. + i,)" "^ («, + i,)' ^ («. + i.)* ~ 

Li ' 4._1_4._J_ 4. ^_4. •_!' 

(«. + i,)' "^ («, + hY "^ («,"+ A,)' ~~ 

*t'K + i, ^ «, + A, ^ «,+ 1, ^ i„ - 1, ^ X, - i,l 

so ergieht sich aus dein Vergleich dieser drei Gleichungen mit 
den drei vorhergehenden: 

^11 — 4. _<»'* 4. —^l _ =, I.JL0 . 
ß-* _4- ^'' 4. ft'_ = - .ii^t. 

(«„ + 1,)' ^ (a, + i,)» "^ («, + !.)• /V fU, 



J7 



« 



260 Zweiundzwanzigsle Vorlesung. 

Um endlich dies^ , zum grössteo Theile von Jacobi ent- 
ivickelte, System von Formeln zu vervollständigen, ffigen wir noch 
folgende hinzu: 

(an ___Jo!_ . ßl I fe' ^ 

welche sieh aus den drei ersten Gleichungen (lO) ohne Schwie- 
rigkeit ergiebt. 

Allein durch Zusammenstellung' der angegebenen Formeln 
geht folgendes System hervor, wenn man berücksichtiget, dass 
auf Grund von (lO) ist: 



2. 
nämlich : 



«0+^ «I+^O 






Die erste von diesen Gleichungen wird erhalten, wenn man 
die erste Gleichung (30) mit B^^X, die erste Gleichung (29) mit 
B^BiY, die zweite Gleichung (29) mit B^^B^Z multiplicirt und alle 
drei Gleichungen unter Berücksichtigung von (6) und (4) addirt. 
Ebenso wird die zweite Gleichung (32) erhalten, wenn man die 
erste Gleichung (29) mit B^B^X, die vierte Gleichung (29) mit 
B^B^ F, die Gleichung (31) mit B^BiZ multiplicirt und addirt. 
Die dritte Gleichung (32) erhält man endiich, wenn man die 
zweite Gleichung (29) mit B^B^X, die Gleichung (31) mit B^B^T, 
die fünfte Gleichung (29) mit B^B^Z multiplicirt und addirt. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen (32) der Reihe nach 
mit X, Y, Z, und addirt unter Berücksichtigung von (4), so er- 
hält man: 



, . «0+^0 «1 + ^0 «2 + ^ 

— Äo^Ao^ B, dl, B^ aXo '^ BodXo '^B^ dX^^^' 

eine Gleichung, welche durch die Substitutionen (4) zugleich mit 
(I) und (2) eine identische wird. 
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Wir erwähnen ferner des Sysiemes Gleichungen , welches 
aus (32) dadurch hervorgeht, dass nian den Variabehi die WeKhe 
zuertheilt: a;= /So» y = ßi» ^ = ßt wod demnach X ==:: B^^, 
Y=Bi, Z = B^, nämlich: 

' «0+^0 «1+^ «t+^o ^o' 

«0 + ^0 «1 + ^0 «2+ ^0 

Um die erste von diesen Gleichungen in der angegebenen 
Form nachzuweisen, bedarf es freilich noch der Reduction 
_i_ojiii_x — 2j -= i^ (jie sich aber umgehen lässt, wenn man 
an die Stelle der ersten Gleichung setzt die erste Gleichung (25), 
welche mit Berücksichtigung von (6) ohne Weiteres die ge- 
wünschte Gestalt annimmt. 

Wir bringen endUch die Substitutionen (4) in Erinnerung: 
a\x + h''y + c»2 = X, 

(35) ax -^ b'y + cz := ¥, 

a'x + 6'V + <^'^ = ^ f 
um sie mit den beiden vorhergehenden Systemen Gleichungen m 
einer neuen Gleichung zusammen zu stellen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die linken Theile der Glei- 
chungen (34) als die erste Horizontalreihe der Componenten ei- 
ner Determinante IC, die linken Theile der Gleichungen (35) als 
die zweite Horizontalreihe, und die linken Theile der Gleichun- 
gen (32) ab die dritte Horizontalreihe der Componenten dersel- 
ben Determinante, so haben wir nach Satz (31) der siebenten 
Vorlesung von der Multlplication der Determinanten: 



(36) A^ = 



Po , ßl ^ ^P2, 

«0 + ^ «1 + ^0 «t + io 

a^, y, z. 



«0 + ^ «1 + ^ «t+^ol 

Denn der zweite Factor, die Determinante J, gebildet ans den 
neun Sulistitutionscoefficienten, ist nach (^) der neunzeiuiten Vor- 
lesung = I. 
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Wenn wir in gleicher Weise die Determinante K aus den 
rechten Theilen der angegebenen Gleichungen bilden, so erhal- 
ten wir mit Rücksicht auf (14) der siebenten Vorlesung: 

r, Z, 



(37)..^=^ 






dlo * Bo dXo ' Bi dlo 



oder, wenn wir diese Determinante entwickeln und für die par- 
tiellen Differentialquotienten die oben angegebenen Werthe ein- 
setzen : 

Wir haben demnach die durch die Substitutionen (4) iden- 
tische Gleichung: 

Pn . ßi ßt 




«0+^0 «1+^0 «2+^0 

Diese Gleichung ist im Grunde nichts Neues. Denn sie 
führt vollständig entwickelt auf die Gleichung (31) der neunzehn- 
ten Vorlesung zurück. Sie ist aber von Bedeutung wegen der 
Form, in der sie hier auftritt. 

Wir gehen über zur geometrischen Interpretation einzelner 
Gleichungen, welche wir in dem Vorhergehenden entwickelt haben. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Grössen ßo, ßi, ßt als 
die variabeln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Räume. 
Unter dieser Voraussetzung stellt die erste Gleichung (8) eine 
auf ihre Hauptaxen bezogene Oberfläche zweiter Ordnung dar. 
Lässt man in ihr l variiren, so erhält man ein ganzes System 
Oberflächen zweiter Ordnung von der Eigenschaft, dass ihre 
durch irgend zwei Hauptaxen gelegten Schnitte, welche, wie be- 
kannt, Kegelschnitte sind, dieselben Brennpunkte haben. Solche 
Oberflächen nennt man confocalc Oberflächen zweiter 
Ordnung. Ihr analytischer Ausdruck ist die Gleichung (8) mit 
veränderlichem Werthe von X. 
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Betrachten wir den Punkt im Räume als einen gegebenen 
durch seine Coordinateu /?„, jS», jS,, so beweist das erste System 
Gleichungen (7), dass durch den gegebenen Punkt drei verschie- 
dene confocale Oberflächen hindurchgehen. Die eine von diesen 
Oberflächen ist ein Ellipsoid, weil alle drei Nenner in der er- 
sten Gleichung positiv sind. Die zweite Oberfläche ist ein erstes 
Hyperboloid, weil in der zweiten Gleichung der dritte Nenner 
allein negativ ist. Die dritte Oberfläche ist ein Hyperboloid der 
zweiten Art, weil die beiden letzten Nenner in der dritten Glei- 
chung negativ sind, während der erste po^tiv ist. 

Jede von den drei Arten confocaler Oberfläclien erfüllt den 
ganzen unendUchen Raum, weil für beliebige Werthe der Coor- 
(linaten ßo, j3, , j5, immer Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
gefunden werden, welche zwischen den in (12) angegebenen Gren- 
zen liegen. 

Lässt man k abnehmen von cx) bis — «,, so wird das für 
A = cc unendUcb grosse EUipsoid immer kleiner bis es endlich 
in die Fläche der Ellipse fällt, welche durch die Gleichung aus- 
gedrückt ist: 

(40) ^^- - + ^^— = I. 

Diese Fläche bildet die Frenze zwischen den Ellipsoiden und 
den Hyperboloiden der ersten Art.\ Das Hyperboloid der ersten 
Art in dieser Grenze fällt zusammen mit dem Theile der /3o/3|Ebene, 
welcher von der genannten Ellipse ausgeschlossen ist. Nimmt k 
weiter ab von — a, bis — «,, so bildet in der letzten Grenze 
die Flache der in der /SojSjEbene liegenden Hyperbel: 

(4.) -^"- ^^— = 1 

die Grenzen der HyperlK)loide der ersten Art und der Hyperbo- 
loide der zweiten Art. Die andere Grenze der Hyperboloide der 
zweiten Art bildet die ß^ß^Ehene. 

Zwei confocale Oberflächen derselben Art können sich 
nicht in reellen Punkten schneiden , weil für einen reellen 
Schnittpunkt ßo ßt ßt die Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
dann nicht zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen 
würden. 
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Die Cosinus der Winkel, welche die in dem Punkte ßvßtßf 
an die drei durch ihn gehenden confocalen Oberflächen (7) ge- 
legten Tangentenebenen mit den Coordinatenebenen bilden, fer- 
halten sich bekanntlich wie: 



«0 +*«•«, + lo • 


«t + h 


ßo ßl 


ßt 


«(, + *.•«. + ll 


• «i + i, 


ßo . ßi 


. ft 



Die aus diesen 9 Ausdrücken zusammengesetzten Gleichun- 
gen (26) beweisen , dass die genannten Tangentenebenen auf ein- 
ander senkrecht stehen. Diese Bemerkungen fassen wir in einem 
Satze zusammen wie folgt: 

Confocale Oberflächen derselben Art schneiden 
sich nicht. Confocale Oberflächen verschiedener 
Art schneiden sich immer in reellen Punkten senk- 
recht. In jedem Punkte des Raumes schneiden sich 
drei mit einer gegebenen Oberfäche zweiter Ordnung 
confocale Oberflächen. 

Wenn man, um die geometrische Bedeutung der Glei- 
chung (24) festzustellen , von einem durch seine Coordinaten 
ßo ßt ßi gegebenen Punkte im ^Raume an die OberiQäche (8) einen 
Tangentenkegel legt, so wird die Gleichung desselben nach Vor- 
schrift von (20) der vierzehnten Vorlesung: 

Die Summe der Glieder zweiter Ordnung in dieser Gleichung 
ist gerade der Ausdruck, der in (24) durch die Substitutionen (4) 
transformirt worden ist. Durch diese Transformation ist zugleich 
das Problem der Hauptaxen des Tangentenkegels gelöset. Die 
Auflösung des Problemes ist in BetrelT der neun Substitutions- 
coefficienten unabhängig von dem besonderen Werthe von l in 
(42) und kann nach dem Vorhergehenden deshalb in Worten also 
wiedergegeben werden: 

Die Tangenlenkegei, welche von einem beliebig 
gegebenen Punkte als Spitze an confocale Oberflä- 
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I flächen zweiter Ordnung gelegt werden, haben die- 

selben Richtungen ihrer Hauptaxen. Die durch den 
gegebenen Punkt gelegten Tangentenebenen an die 
drei, durch ihn gehenden, confocalen Oberflächen 
schneiden sich in den allen jenen Tangentenkegeln 
gemeinschaftlichen Hauptaxen. 

Ein PunVt im Räume bestimmt die drei durch ihn gelegten, 
mit einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung confocalen, 
Oberflächen. Umgekehrt ist der Punkt bestimmt durch die drei 
confocalen Oberflächen, welche durch ihn gehen. Diese drei 
Oberflächen bestimmen zwar, indem sie sich schneiden, 8 ver- 
schiedene Punkte. AHein unter angemessener Beschränkung, 
zum Beispiel, dass der Punkt nur positive rechtwinklige Coordi- 
naten habe, wird derselbe durch die drei durch ihn gehenden 
confocalen Oberflächen unzweideutig bestimmt sein. Wir werden 
in dem Folgenden diese Beschränkung festhalten. In dieser Vor- 
aussetzung bestimmen die rechtwinkligen Coordinaten ß^, ßt, ß^ 
eines beliebig gewählten Punktes p im Räume auch die drei Wer- 
Ihe von k gleich Ao, A|, A,, welche den drei, durch den Punkt 
gelegten, confocalen Oberflächen (7) entsprechen; und umgekehrt 

' sind durch letztere die rechtviinkligen Cordinaten ß^, /?,, /), d^s 

Punktes p unzweideutig bestimmt. 

^ Diese drei Wurzeln Aq, A,, A, der kubischen Gleichung (8) 

führen den Namen der elliptischen Coordinaten des Punk- 
tes im Räume, dessen rechtwinklige Coordinaten sind ß^,ß^,ß^, 
Ihr geometrisches Bild sind die drei, durch ihn gehenden, con- 
focalen Oberflächen. Durqh letztere wird in ihrer unendlich na- 
hen Aufeinanderfolge der unendliche Raum zertheilt in recht- 
winklige Parallelepipeden , wie dasselbe in ähnlicher Weise in 
dem rechtwinkligen Coordinatensystem durch die Coordinaten- 
ebenen in ihrer Aufeinanderfolge geschieht. Die Summe aller 
dieser Parallelopipeden , welche innerhalb einer gegebenen Ober- 
fläche liegen, bestimmen den körperlichen Inhalt der Oberfläche. 
Die (Kurven , in welchen sich zwei confocale Oberflächen 
zweiter Ordnung schneiden, nennt man Krümm ungscurven. 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei in dem Punkte 
auf einander senkrecht stehende Krümmungscurven. Die eine 
schneidet sämmtliche confocale EUipsoide, die zweite sämmtliche 
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confocale Hyperboloide der ei*$ten und die dritte sämmtliche con- 
focale Hyperboloide der zweiten Art senkrecht. Kruinmungs- 
curven» weiche auf ein und dersell>en confocalen Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen, heissen Krummungscurven dieser 
Oberfläche. 

Die Krummungscurven einer Oberfläche zweiter Ordnung 
kann man nach dem Vorhergehenden eintheilen in zwei Arten. 
Die Krummungscurven der einen sowie die Krummungscurven der 
anderen Art schneiden sich nicht. Dagegen schneiden die Krum- 
mungscurven der einen Art die Krummungscurven der anderen 
Art senkrecht. 

Die Krummungscurven einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung zertheilen demnach in ihrer unendlich nahen Aufeinan- 
derfolge die Fläche in unendUch kleine Rechtecke. Die Summe 
dieser Rechtecke giebt den Flächeninhalt der Oberfläche. 

Der analytische Ausdruck der Krummungscurven in ellipti- 
schen Coordinaten sind zwei von den Gleichungen: 

in welchen die Werthe der Constanten C^, C,, C, beliebig zu 
wählen sind aus den in (12) angegebenen Grenzen. In recht- 
winkligen Coordinaten sind es zwei von den in (7) angegebenen 
Gleichungen. 

Zur Transformation eines in rechtwinkligen Coordinaten ge- 
gebenen Ausdruckes in elliptische Coordinaten dienen die drei 
ei;sten Gleichungen (lO). Zu den Differentialen der rechtwinkli- 
gen Coordinaten, ausgedrückt durch die elliptischen Coordinaten, 
gelangt man auf folgendem Wege. 

Differenzirt man^ die Gleichungen (7), indem man ebenso ^^ 
rechtwinkligen als die elliptischen Coordinaten als variabel be- 
trachtet, die Grössen a^, otj, otj »b^r »^ constant, so erhält man 
mit Rerucksichtigung von (6): 

Ä„ = ^'^'^« + ^'^'^» + ^"^'^^ ' 
Ah _ 



(43) 1^ = adß, + b'dß, + cdß, , 

1^1 = adß, + b"dß,+c"dß,. 
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Der Vergleich dieses Systemes Gleichangen mit den Sub- 
stitutionen (4) erweiset folgenden Satz: 

♦ 

Es ist erlaubt, sowohl in den Substitutionen (4), 
als in allen den Gleichungen, welche diese Substi- 
tutionen zu ide^ntischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen zu machen: 

„ ar, y, z\ X, F, Z, 

(141 . ; : . . 



.» dßo* dß„ dß,; -|Jl, ^Al, _^k. 

Von den durch diese Verändeiouigen aus den entwickelten 
Formeln hervorgehenden DilTerentialformeln heben wir nur drei 
hervor. Erstens die aus (39) hervorgehende Differehlialformel: 



(45) 



"• . 




ßt 


«0 + ^0 


"t + K 


dß,. 


• dß„ 


dßt 


««o + io 


dß, 
«, + h 


äßt 
«t + lo 



1 



wo Ö-: 



4iffo'^,^,a,-Xo)ao-^i) 



Auf die Bedeutung dieses Differentialausdruckes werden wir 
in einer späteren Vorlesung, die über die Krümmungscurven 
der Oberflächen im Allgemeinen handeln wird, wieder zurück- 
kommen. 

Wir fähren zweitens die aus (33) hervorgehende Differential- 
Formel an: 



(46) . 



«0 + ^0 «1 + ^0 "*" «» + ^0 



— 2Ä„3 ^Xo """^ 2Bf dK * ■" "2^? TXT 



rfV 



von welcher wir in der folgenden Vorlesung Gebrauch machen 
werden. 
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Dritteus oiachen wir auf die aus Gleichung (l) hervorgeilende 
DilTerential-Formei aufmerksam: 

(47) . . . d#o' + dß,* + dft« = ij^ + J^ + ^(. 

webjie das Quadrat des Differentiales ds des Bogens ii*gend einer 
Curve darstellt, auf der eiuen Seite ausgedrückt durch recht- 
winklige, auf der anderen Seite durch elliptische Coordinaten. 

Setzen wir, um diesen Differential-Ausdruck übersichtUcher 
zu machen: 

A* = K + ^o) (^1 + ^o) K + ^o)f 

- A,' = K + i|) («t + A,) («, + AJ, 

^/= K + A,) (a, + A,) (a, + A,). 

i> = (Ao - A,) [k, - A,) (X, - A,), 

so erhalten wir: 

Hieraus ergeben sich die Differentiale düQ, da^, da^ der 
Längeu der Krümmungscurven, welche auf den conföcalen El- 
Upsoiden, den cönfocalen Hyperboloiden der ersten, den confö- 
calen Hyperboloiden der zweiten Art senkrecht stehen: 

dÜQ = i ,>■■ . . » 

^^ — 1 y^^h 

* ^KÄ-A,)^, 

und aus dem letzteren der ganze Umfang {7derKrämmungs- 
curve, in welcher sich das EUipsoid A„ = C^ und das Hyper- 
boloid A, = Ci schneiden, durch Integration und Multiplication 
mit 4: 

-;t\ .^ 

(5J) ü :::=. 2 / i^(Ao - A») ^A. - A,) dX ^ ^ 

*J A« 

— «0 

wobei zu bemerken ist, dass nur der eine Zweig der Krummungs- 
curve in Betracht gezogen worden ist. 
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Wenn Aj den Werth — «, erhält, so fallt das diesem Wer- 
the entsprechende Hyperbdoid in die ß^ ßt £bene des Coordina- 
iensystems, nnd die in Rede stehende Krummungsourve geht 
über in den Kegelschnitt, in welchem das £llipsoid von der 
/SqI^i Ebene geschnitten wird. Deshalb geht auch der angegebene 
Ausdruck ü in diesem Falle über in den Ausdruck (35) der vor- 
hergehenden Vorlesung, wenn man überdies ilo = X setzt 

Wenn man die Bogenelemente dai und da^ multiplicirt, so 
erhält man das Flächenelement dF des FUipsoides X^=: C«: 

(a2).... dF--^ -^^^ , 

voraus dmxh doppelte Integration und Multiplication mit 8 der 
ganze Flächeninhalt F- des Ellipsoides A© = C^ Iw^rvor- 
geht: 

(53) F=2 I / a.-A»)^äo-^i)Kao-A,) /fA, dX, 

— «0 — «1 

Um diese Formel zu prüfen , setzen wir Xq = — a, , in wel- 
chem Falle F den doppelten Flächeninhalt der Ellipse (40) geben 
lüuss, deren einfacher / aus (38) der vorhergehenden Vorlesung 
erhalten wird, wenn man A = — (y, setzt. Man sieht aber in 
der That, dass, für A = Aq = — a,, wenn man die gleichen 
Factoren des Zählers und Nenners in F unterdrückt, mvd: 

2/== F. 

Man erhält endlich das Körperelement dE, wenn man die 
Bogenelemente da^, da^, «/a, multiplicirt: 

woraus durch dreifache Integration und Multiplication mit 8 der 
kubische Inhalt E des Ellipsoides 1^ = 0^ hervorgeht: 

(65)...^=/ / I ^^^ "- ^'^ ^^'' ~ ^^^ ^^* ~" ^"^ ^^0 ^^' ^^« ' 
«/«/•/ Aq Ai Ai 

— «0— «1— «• 
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Direct findet man den kubischen Inhalt. E des EUipsoides 
in folgender Weise. Man besehreibe um den Mittelpunkt des 
EUipsoides mit dec grössten Axe als Radius eine Kugel: 



«0 + ^ «0+^0 «0 + ^ 



= 1. 



Der Vergleich dieser Gleichung mit der ersten Gleichung (7) 
des EUipsoides lehi*t, dass jede auf der grössten Axe des EUip- 
soides senkrecht stehende Ebene das EUipsoid in einer Ellipse 
und die Kugel in einem Kreise schneidet, deren Flächeninliahe 
sich verhalten wie: 



In demselben Verhältnisse stehen auch die körperlichen In- 
halte des EUipsoides E und der Kugel IC, Man hat daher: 

Setzt man nun für IC den bekannten Werth für den Inhalt der 
Kugel, so hat man: 



(56) . . . E=^'}/{a, + k,) j/(«, -1- ko) l/(a, + l^ - n. 

Man hat daher mit Rücksicht auf (55) die merkwürdige Integral- 
Formel : 

(57) iKcTo+XJOJ'CM^iÖ^ / r /(ViWtrzMVzW^Ao^A. 



Ein specieller Fall der elliptischen Raumcoordinaten , mä 
deren Hülfe wir die vorangegangenen Integralformeln fanden, 
sind die elliptischen Kugelcoordinaten. Man wird auf 
sie gefuhrt durch die Annahme, dass die Grössen a^, «, , a^ sich 
sämmtlich der Grenze Null nähern. 

Diese Redingung drücken wir dadurch aus, dass wir setzen: 

(58) «0 = £«", «1 = €c', «,== ea" 

und annehmen, dass der Factor £ sich der Grenze NuU nähere, 
während die Grö.ssen «**, a, a" irgend welche gegebene endliche 
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WerCbe behaken. Da nun die elliptischen Coordinaten 1,, A,, A, 
zwischen den in (|2) angegebenen Grenzen liegen» so werden wir 
setzen: 

(59) A, = A«, A, = ek\ A, = el'\ 

um mit endlirheu Werthen von A", k\ A" zu operiren. 

Die Grössen A*, A', A" sind nun diejenigen, welche wir el- 
liptische Kugclcoordinatcn nennen. 

Die Relationen zwisclien den rechtwinkligen Coordinaten 
und den elliptischen Kugelcoordinaten erhalten wir durch Ein- 
setzen der Werthe (58) und (59) in die drei ersten Gleichungen (7), 
nämlich : 

ßo' + ßi' + ßt' =i^ 

(60) 



A* 


+ 


V^-Y 


+ 


P,' 


= 


0. 


af> -\- l' 


«" + i' 


ft.* 


+ 


a' + i" 


+ 




= 


0. 



Was die Grenzen der elliptischen Kugelcoordinaten anhetriifl, 
so entnehmen wir aus (i2), dass von diesen Coordinaten: 

die grösste A® liegt zwischen oo und o, 

die mittlere A' zwischen — a" und — a, 
(61) .... 

die kleinste A" zwischen — a und — a", 

vorausgesetzt, dass: a° > a > a\ 

Hiernach stellt die erste Gleichung (60) ein System con- 
centrischer Kugeln dar, die zweite und dritte Gleichung ein Sy- 
stem confocaler Kegel, deren Spitzen in dem gemeinsamen Mit- 
telpunkte der Kugeln liegen. Im Uebrigen wiederholt sich an 
diesen drei Arten Oberflächen das, was vnv von den drei Arten 
confocaler Oberflächen ausgesagt haben. 

Die Curven, iu welchen die genannten Kegel die Ku- 
gel, deren Radius ^A" = i ist, schneiden, nennen wir sphäri- 
sche Kegelschnitte. Es sind dieses die Schnittcurven von 
beliebigen Kegeln zweiter Ordnung mit einer Kugel, deren Ha- 
dius = I und deren Mittelpnnkt in der Spitze der Kegel liegt. 
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Das Bogenelemeut da^ , des durch X^ r:= i und l'=(f bestimm- 
ten sphärischen Kegelschnittes wird demnacli, wenn wir, um ab- 
zukürzen, setzen: 

- ^"' = («» + 1') («' + i') («" + i'), 

(«2) ^'.= („. + r) (a- + O («" + A"). 

aus (60) erhalten gleich: 

(63) rf«, = i . ?^(^^^rfr, 

woraus man durch Integration und Multiplication mit 4 den gan- 
zeu' Umfang ü' der sphärischen Ellipse erhält, welche 
durch die Gleichungen l^ = i und k' =:.-= (f gegeben ist: 

— a 

(64) v = i :fy(i'-n ^r. 

-Sä ^ 

Diese Gleichung geht, wenn man X' = — a' setzt, über in. 
— a 

r dr 

(^) 2^ = y p^(^^i7f?=^Ti' 

— a" 

weil in diesem Falle die sphärische Ellipse ein grösster Kugel- 
kreis wird. Die Richtigkeit dieser Integral-Formei lässt sich leicht 
direct nachweisen. 

Das Flächenelement dF auf der Kugeloberfläche .erhält man 
aus (52) gleich: 
(66) dF = i: ^^J'J'^ dk' dk\ 

und daraus den Flächeninhalt F' der sphärischen El- 
lipse, welche durch V ^— \ und A' = C^ gegeben ist, durch 
Integration und Multiplication mit 4, nämlich: 
— « X 

(67) ^' = S S^^^T^ ^^ ^^"• 

— cfi—a 
Dieser Flächeninhalt wird gleich der halben Kugeloberfläche, 
wenn r = — a". Man hat daher die merkwürdige Integral-Formel: 
— a — a" 

(68) 2? 

-a" — a 



— a — a 



PrflMcBidarHaiiUMadterObg itedM l.a Ce«fociieOberfl.^0.elc. S7S 
Das KArpcreloBent dK «rhält man iiis (Mh 



(») dK = ^^j!^^"^ di'di:di\ 

und durch Integration und Ifidtiplication mit S den korpriirhen 
Inhalt MT der Kugel mit dem Radius }/l*: 

— a — a" 

(70) K= H'ij ß^p-di-ai", 

— efi — a 

woraus ebenfalls die Integral-Formel (68) hervorgeht, wenn man 
für den körperlichen Inhalt der Kugel seineu hekannten Wertli 
setzt. 

Schliesslich wollen vnr noch eines Principos £r>vA]uiung 
ihun, welches daxu dient, gewisse Doppelintegrale auf einfache 
Integrale zurückzuführen. Dieses Princip leiten wir aus dem be- 
kannten Satze der sphärischen Trigonometrie her, dass jeder Win- 
kel eines sphärischen Dreiecks zu der ihm entsprechenden Seite 
des Polardreiecks addirt n giebt. Aus diesem Satze folgt un- 
mittelbar, dass der Flächeninhalt eines sphärischen 
Dreiecks zu dem Umfange seines Polardreiecks ad- 
dirt 2jr giebt. 

In dieser Fassung lässt sich der augegebeue Satz leicht auf 
sphärische Polygone ausdehnen , so wie auf irgend welche ge- 
schlossene Curven auf der Oberfläche einer Kugel, deren Radius 
= 1 ist. Wenn man nämlich unter Polarcurve einer gegebenen 
Cupve auf der Kugeloberfläche diejenige versteht, welche von dem 
grössten Kreise berührt wird, dessen Pol die gegebeue ('jirve 
beschreibt, so hat man als Erweiterung des angegebenen Satzes 
folgenden : 

Die Summe des Flächeninhaltes einer sphäri- 
schen geschlossenen Curve und des Umfanges ihrer 
Polarcurve ist gleich 27r. 

Da sich nun der Flächeninhalt einer sphärischen (lurve als 
ein Doppelintegral darstellt, der Umfang der Polarcurve aber als 
ein eibfaches Integral, so sieht man, wie auf diesen Satz gc* 
stützt gewisse Doppelintegrale auf einfache Integrale zurückgeführt 
werden können. 

Hesse, Analyt. Geouielr. |g 
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Als ein einfaches Beispiel solcher ZuröckfühningeD bietel 
sich die sphärische Ellipse dar, welche von dem Kegel begrenzt 
wird: 

deren Polarellipse nach (15) der vierzehnten Vorlesung von dem 
Kegel: 

(«^ + ^) ßo' + (« + A') ßi' + {« ' + i') A" = 

begrenzt wird. 



Dreiundzwanzigste Vorlesung. 
Kürzeste Linien auf dem Ellipsoid« 



Die Variations- Rechnung lehrt die Differentialgleichungeii 
der kürzesten Linien auf Oberflächen entwickeln, und ermittelt 
aus denselben durch geometrische Interpretation Eigenschaftea 
dieser Linien. Unter diesen findet sich die charakteristische 
Eigenschaft der kürzesten Linien auf einer Oberfläche, dass 
die Schmiegungsebene der kürzesten Linie in jedem 
ihrer Punkte durch die in diesem Punkte errichtete 
Normale der Oberfläche hindurchgeht. Denn, wenn 
eine Curve auf der Oberfläche diese Eigenschaft hat, so ist de 
eine kürzeste Linie auf derselben. Wir nehmen diese charakte- 
ristische Eigenschaft der kürzesten Linie als Definition derselben 
an, um daraus ihre Differentialgleichung herzuldten. 

Es seien ß^, j5, , /?, die Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes p. einer durch ihre Gleichung gegebenen Oberfläche : 

(I) u = 0. 

Es seien ferner /?„ + dß^, /J, + rf/J,, ß^ + dß^ die Coordinaten 
eines beliebigen, aber dem Punkte p unendlich nahen Punktes q 
der Oberfläche. Da diese Coordinaten auch der Gleichung (i) ge- 
nügen müssen, so hat man: 
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u + u^dßo + «irfft + u^dß^ = 0, 
wenn man um abzukürzen setzt: 

,^v du du du 

Wenn man die Gleichung (i) von der darauf folgenden ab- 
zieht, und die höheren Potenzen der unendlich kleinen Grössen 
dß^, dßtf dß^ gegen die niederen vernachlässiget, so erhält man 
die Gleichung einer durch den Punkt p gehenden Ebene: 

(3) u^dßo + u,dß, + u^dß^ = 

bezogen auf ein, dem zum Grunde gelegten Coordinatensystem, 
paralleles Goordinatensystem , dessen Anfangspunkt in dem Punkte 
p liegt, indem die unendlich kleinen Grössen dß^^, dßi, dß^ die 
Goordinaten des Punktes q in diesem Systeme vorstellen. 

Es beweiset dieses, dass der, dem Punkte p unendlich nahe 
V Punkt f bei seiner Beviegung auf der Oberfläche einen Theil 
der Ebene (S) beschreibt, der Tangentenebene der Ober- 
fläche in dem Punkte p. Die Normale der Oberfläche, 
das ist die Normale der Tangentenebene in dem Berührungs- 
punkte, bildet demnach mit den Coordinatenaxen Winkel, deren 
Coinnus ^ch verhalten ^ie: 

u^: «, : u,. 

Schmiegungsebene einer Curve im Räume in einem 
gegebenen Punkte p der Curve viird diejenige Ebene genannt, 
welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei andere 
Punkte der Curve geht, die dem gegebenen unendlich nahe 
Hegen. 

Um die Gleichung der Schmiegungsebene in symmetrischer 
Form zu erhalten, werden wir annehmen, dass die Goordinaten: 

ßo> ßi> ßt 

eines beliebigen Punktes p auf der gegebenen Curve als Func- 
tionen der einen unabhängigen Variabein t gegeben seien. Aus 
denselben erhält man die Coordinaten des, dem Punkte p un- 
endlich nahen, Punktes* ^ der Curve, indem man för t setzt 

/ + rf/: 

ßo + ß^dt. ß, + ß;dt. ß, + ß^dt. 

IS* 
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wo /S'o, ^\, Pt die Differentialquotieoten der Coordinaten nach 
der unabhängigen Variabein i bedeuten. Setzt man in diesen Aus- 
drucken für i wieder t + di, so einhält man die Coordinaten ei- 
nes dritten, unendlich nahen Punktes r der Curve: 

ßo + ^ßodl + ßo'df, ßi + 2ß,'di + ß,U^, ßt + ^ßtdt+ß^'df. 

Diese Coordinaten beziehen sich auf das ursprüngliche Coor- 
dinatensystem. Verlegt man jedoch den Anfangspunkt in den 
Punkt p, so werden die Coordinaten des ersten Punktes sämmt- 
lich und die Coordinaten der beiden anderen Punkte q und r 
werden : 

ßfldi, ß;dt, ß^dt, 

2ßodt + /5o"rf/«, ^ß^di + ßrdf, %ß^dt + ß^'df. 
Sind nun: ^ ^^ ^ 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes s rücksichtlich des letz- 
ten Coordinatensystemes, so erhält man die Bedingung, dass di^ 
vier Punkte p, g, r, * in ein und derselben Ebene liegen, wenn 
man die aus den angegebenen 9 Coordinaten gebildete Determi- 
nante gleich setzt. Es ist dieses die Gleichung der Sehmie- 
gungsebene, welcher man nach Satz (29) und (30) der siebefiteu 
Vorlesung und mit Weglassung des Factors df folgende Gestalt 
geben kann: 

ßQ> ß\\ ßt 

(^ ßo. ß;\ ßt = 0. 

X, Y, Z 

Nhnmt man nun an, dass die Curve auf der Oberfläche (l) 
w = liege, so erhält man aus der letzten Gleichung die Be- 
dingungsgleichung, welche für jeden Punkt p der Curve erfüllt 
werden muss, wenn die Normale der Oberfläche in dep Schmie- 
gungsebene der Curve liegen soll: 

ß^. ßi\ ßr 

(5) ft", ß;\ ft" 

Wo. W|, Wj 

Es ist dieses die Differentialgleichung ^der oben definirten 
kürzesten Linie der Oberfläche, welche in der Zusammenstellung 
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mil der Gleichung u= o der Oberfläche die kürzeste Linie der- 
selben analytisch ausdrückt. Vollständig entwickelt hat sie die 
Form: 

(6) . . . (w,/?;-- u,ßr)ßo + {u,ßo- ujß^')ß; + {u,ßc^ u,ß:)ß^'= o. 

Da die kürzeste Linie ganz auf der Oberfläche u=i o liegt, 
so muss diese letzte Gleichung, wenn man die Werthe der Coor- 
diaaten /^O' /^i> i^t» ausgedrückt als Functionen der unabhängigen 
Variabein /, einsetzt, unabhängig von den besonderen VS^erthen 
von t erfüllt werden. Die Gleichung m = o muss dadurch eine 
identische Gleichung in i werden. Durch einmalige und zwei- 
maligtß Differentiation erhält man daher wieder identische Glei- 
chungen : 

(7)...«A' + ti,ß; + wA'=- ö, 

(8) . . . u;ß: + u;ß; + u/^,' + «a" + «i/^." + u^;' = o, 

wefche man dazu benutzen kann, die Differentialgleichung (6) 
der kürzesten Linie der Oberfläche umzuformen, und zur In- 
tegration geschickt zu machen. 

Bestimmen wir zu diesem Zwecke die Verhältnisse von 
ßo> ßi\ ßt oder vielmehr diese, mit einem unbestimmten Factor (i 
multiplicirten, Grössen selbst aus den Gleichungen (6) und (7), so 
erhalten wir für die erste dieser Grössen: 

= ßoiuo'+ w/+ 1/,') — WoMo" + «i/5/' + u,ß,'l 
und mit Rücksicht auf (8): 

l^ßo = ßoW + w.« + u^) + uoiuo'ßo' + u^ß: + u^ß^y 
Wir haben daher: 

^ß^ = ft"« + w,' + u,') ^ uoiuoßo' + u;ß: + u/ft'), 

fift' - ßt\< + u? -f- 11,») + u,{u^ß: + u;ß; + u^ß;). 

Der Factor ^i in diesen Gleichungen lässt sich auf doppelte 
Weise symmetrisch ausdrücken. Denn multiplicirt man diese Glei- 
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ifc u ngcn riMpecüve mit ß^, Pi\ Pt und addirt, 8o ^rhät «an 
den gesuchten Factor in der einen Ausdrucksweise: 

„ _ w + u.« + ut') (Po' Po" + g/pr + ßtßfi . 

^ ~ ßo'+ß^'+ßt' 

Multiplicirt man dagegen dieselben Gleichungen respective mil 
i^o, Ui,u^ und addirt, so erhält man: 

Zieht man d^n ersteji angegebenen Werth von \i von dem 
letzten ab, und dividirl durch Uo'+tii'+t/t'» ^^ erhält man folgende 
Form der Difierentialgleichung der kürzesten Linie auf der ge* 
gebenen Oberfläche m = o: 

(Q\ ^ßo+^\ß"+^ßt ' I W-h<|M/+«<l"t' __ ßoßo'+ßißi'+ßtßt" ^ 

^^^o'Po'+«,'ft'+"«'ft' "^ V + V+«,« ßo'+ß^+ßt'^ 

Von den drei Brächen, ans welchen diese Gleichung zu* 
sammengesetzt ist, sind die beiden letzten die vollständigen Dif- 
ferentialquotienten der Ausdrücke : 

41og(iio' + w,« + «^), 

Aber auch der erste Bruch wird dn vollständiger Differen- 
tialquotient des Ausdruckes: 

wenn man voraussetzt, dass: 

(10) . . . Mo'ft" + tt,'/5/'+ w/ft" = K'ßo + w/'/^i' + w,"ft'. 

Unter dieser Voraussetzung hat man das erste Integral der 
Differentialgleichung (9) mit der willkürlichen Constante c: 

/,,^ K* + «i' + «e') Oh ßo + W ßt + u^'ßt) , 

(llj .... - W+W+ß? i- c ^ o. 

Man überzeugt sich leicht, dass die Bedingungsgleichung (lO) 
erfüllt wird, wenn die gegebene Oberfläche m = o von der zwei- 
ten Ordnung ist. Nehmen wir daher an, die gegebene Ober- 
fläche sei das Ellipsoid: 

[n) ... « = _^+_^* +_^' _ 1^0. 
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80 erhallen' wir aus (li) die erste Integralgleichung der kürze- 
sten Linie auf demselben : 

( ßo* . Pf' . ßJ" ) i_dßp^_ . Jß^ . _dß^( 

oder mit Berücksichtigung der ersten Formel (26) der vorher- 
gehenden Vorlesung und nach Multiplication mit Bg*: 

Diese IHfferentialgleichnng muss mit Zuziehung der Glei- 
chung (12) des gegebenen EUipsoides nochmals integrirt werden, 
wenn man die Oberfläche erhallen \>111, welche das gegebene 
ElUpsoid in der kürzesten Linie auf demselben schneidet. Doch 
bevor wir diese letzte Integration unternehmen, wollen wir eine 
geometrische Interpretation der vorliegenden Differentialgleichung 
(13) vorangehen lassen. 

Die Differentialgleichung (i3) von der ersten Ordnung, aber 
vom zweiten Grade, weil in ihr die Differentiale der Variabein 
in der zweiten Potenz vorkommen, stellt bei unveränderlichem 
Wertbe der Gonstante c nicht eine, sonderp zwei verschiedene 
kürzeste Linien dar, welche von dem durch die Goordinaten 
ßo^ ßt» ßt bestimmten Punkte p des £llipsoides (l2) ausgehen. 
Sie stdlt, wenn man die Differentiale dß^, dßi, dß^ als variable 
rechtwinklige Goordinaten betrachtet einen K^el zweiter Ordnung 
dar mit der Spitze p. Die Schnittlinien der Tangentenebene 
des EIKpsoides (i2) in dem Punkte p und des Kegels sind die 
Tangenten der beiden von dem Punkte p ausgehenden kürzesten 
Linien auf dem Ellipsoid. 

Um auf die Natur dieser l>eiden Tangenten näher einzuge- 
hen, transformiren \i1r die Gleichung des genannten Kegels, 
welche sich, wenn wir für dß^, dßi, dß^ respective setzen x, y, z 
also darstellt: 

(^ + Ä + ^ + '^^«'(^+^*+^*)^-''' 

durch die Substitutionen (4) der vorhergehenden Vorlesung auf 
ein I echtwinkliges Goordiuatensyi^m , von welchem zwei Axen 
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in dem Punkte p Tangenten sind der von diesem Punkt« aus- 
gehenden Rrümmungscurven des £liipsoides. 

Diese Transformation der beiden Theile der Kegelgleichung, aus 
weichen sie besteht, findet man bereits durchgeführt m (33) und (l) 
der vorhergehenden Vorlesung. Setzt man in der so transformir- 
ten Gleichung des Kegels ^=o, um die Gleichung der Schnitt- 
linien des Kegels und der Tangentenebene des Etlipsöides in dem 
Punkte p zu erhalten, so ergiebt sich: 

als Gleichung der beiden Tangenten der kürzesten Linien in dem 
Punkte p auf dem EUipsoid.' 

Aus der Form dieser Gleichung, in welcher nur die Qua- 
drate der Variabein vorkommen, ist ersichtlich, dass die neuen 
Coordiiiatenaxen die von den beiden Tangenten gebildeten Win- 
kel halbiren. Deshalb hat man den Satz: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht schneidenden beiden Rrümmungscur- 
ven des Ellipsoides halbiren die Winkel, weiche die 
durch denselben Punkt gehenden beiden kürzestell 
Linien bilden, die demselben Werthe der Constante e 
der ersten Integration entsprechen. 

Es bleibt noch übrig, die beiden von dem Punkte p aus- 
gehenden kürzesten Linien des Ellipsoides geometrisch zu deflni- 
ren, welche demselben Werthe der Constante c der ersten Inr 
tegration entsprechen. Zu diesem Zwecke, und um zugleich die 
letzte Integration der Differentialgleichung (13) der kürzesten Li- 
nie vorzubereiten, transformiren wir dieselbe in elliptische Coor- 
dinaten durch die Formeln (46) und (47) der vorhergehenden Vor- 
lesung, welche in dem vorliegenden Falle, wo X^ eine gegebene 
Grösse, also dl^= o ist, die einfache Gestalt annehmen: 

dßo^ , _rfft*_ dßl_ _ _1__ rfV _J__ rfV 

«o+^u «1 + ^0 «2 + ^0 ~ 4^i« * Xo-Xi ■*■ 4^,« ' Xo— Xt' 

dßo' + dß,^ + dß,' = -j^rfA.« + ^^dX,\ 

2/5 H Fi 9ri Fi Fi 

wenn \^ii' berücksichtigen, dass: -~^ =^~ - — ^ und -^^=- — V- 

dlff Aj — *0 dX^ *j— Ao 
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Durch diese TraDsforoiation geht die Differentiaigieichuiig (l8}, 
wenn wir ferner berücksichtigen» dass nach (48) und (10) der 
Torhßrgebenden Voriesung ist: 

^„t=i?o«(A«-i,)(Ao-^A,), 

A,^= i?,«(^i~^»)(*o-A,). 

^,«== ^,«(X,-A,)(X,-A,), 

und der Kürze wegen die neue Gonstante y einführen durch die 
GleichuDg: 

(14) lo + c^o' --= y, 

über in: 

(isj ...... . j—^ ^t - ^_^ -jt — ^' 

Zerlegt man diese Differentialgleichung in ihre beiden linea- 
ren Factoren, so erhält man die derselben Gonstante c (wofür 
man auch die Gonstante y nehmen kann) der ersten Integration 
entsprechenden Differentiaigleichungen der von demselben Punkte 
des EUipsoides ausgehenden kürzesten Linien auf demselben: 

(16) ..... . . 

K(Xc;-X|) dU K(Xo-X») dl^^^ 

Ha in diesen Gleichungen die Variabein nur gesondert vor- 
konfmen, so kann man die Gleichungen integriren und erhalt 
dad|irch die von Jacobi gefundenen Gleichungen der Oberflächen 
selbst, welche das gegebene Ellipsoid (i2) in den besprocbor 
nen kürzesten Linien schneiden: 

y yjü^) dK /?SESl*« — ^ 

Mese beiden kürzesten Linien auf dem Ellipsoid werden sich 
nun in einem Punkte p des EUipsoides schneiden. Man k«ni 
aber auch ^e willkürlichen Constanten der Integration Ct und c^ 



(17) 
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so besüimnen, dass die kfirzesten Linien sich in einetn gegebe- 
nen Pun)(te des Ellipsoides schneiden. 

Nehmen wir nun an, um einen bestimmten Fall vor Aiigen 
zu haben, dass die Gonstante y der ei^sten Integration einen 
Werth habe, der zwischen — or, und — a, liegt, so schneidet 
jede der eben bestimmten kürzesten Linien die durch die Glei- 
chung: 

(18) A^ - y = 

gegebene Krummungscurve , und zMar die erstere ifi oinem 
Punkte ^|, die andere in einem Punkte ^,. 

Die elliptischen Coordinaten des ersten Schnittpunktes £| 
sind Ao, A, = y, A,, von welchen die letztere Coordinate A, in 
der ersten Gleichung (I7) dadurch bestimmt ist, dass nach voH- 
fuhrter lutegration A, den Werth y annimmt. Der dem Punkte q^ 
unendlich nahe Punkt der kürzesten Linie hat die Coordinaten 
^o> ^^ "H ^^1» ^ + ^K und zwischen dXy^ und dX^ besteht die 
erste Gleichung (16). Diese Gleichung giebt für A, = y ^en ent- 
sprechenden Werth von rfA, = o für die kürzeste Linie, und fie 
Gleichung (18) JA, = o für die Krummungscurve. Deshalb be- 
rührt die kürzeste Linie in dem Punkte q^ die Krummungs- 
curve (18). 

Ebenso berührt die zweite kürzeste Linie (l7) (Ueselbe Krum- 
mungscurve (i8) in dem Punkte^,, in welchem sie die genannte 
Curve trifiPt. 

Hiernach stellt die Differentialgleichung (iS) zwei kfi^este 
Linien duf dem Ellipsoid dar, welche ein und dieselbe Krum- 
mungscurve des Ellipsoides berühren, und der oben angegebem^ 
Satz lässt sich rein geometrisch also wiedergeben: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht schneidenden Krümmungscurven des- 
selben halbiren in diesem Punkte die von den beiden 
durch ihn gehenden kürzesten Linien, welche irgend 
eine Krummungscurve des Ellipsoides berühren, ge- 
bildeten Winkel. 

Wir thun noch des Falles Erwähnung, wo die uliraelliptischen 
Differentiale in den Differentialgleichungen (16) der kürzesten Li* 
nien auf dem Ellipsoid auf elliptische Differentiale zurückkoounea. 
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Es ist dieses der Fall, wenn die willkürliche Constante c der 
Integration den Werth 0, und deshalb nach (14) die Constante y 
den Werth l^i hat. Hierdurch reduciren sich die DUferential- 
gieicfaungen (l6) auf: 

upd die Differentialgleichung (|3) der kürzesten Linie, woraus 
diese Gleichungen durch Uebertragung in elliptische Coordinaten, 
hervorgegangen sind, auf: 



«0 + a« ^ «i + Ao ^ «t + Xn 

Es ist dieses offenbar die Differentialgleichung einer speciel- 
len Art der kürzesten Linien auf dem EUipsoid: 

«0 + ^ "'' «1 + ^ "^ «l + ^ü 

Wir behaupten, dass sie die Mfferentialgleichung sei der 
gfsraden Linien auf dem EUipsoid. Wir werden diese Behaup- 
tung dadurch rechtfertigen, dass wir nachweisen, wie die Glei- 
chung jeder geraden Linie auf dem EUipsoid der letzten Mfl^ 
renüaigleichung genfigt. 

Zu diesem Zwecke drücken wir die Coordinalen /^o, j8|, ^^ 
eiaes beUebigen Punktes auf der geraden Linie, nach der Vor- 
schrift YOtt (7) der sechsten Vorlesung durch eine unabhängige 
Variable r aus, wie folgt: 

ft = i?o + qtr> 

ßi = Pi + 9ir> 

ßt — P% + 9%^' 

SoU nun diese durch die 6 Constanten p^ pi» p,, ^ q^, q^ 
bfstimmie gerade Liide auf dem EUipsoid Uegen, so muss» wenn 
man die Werthe der GoorAnaten von ß^y ßi, ßt in die Gl^chung 
des EUipsoides einsetzt, diese Gleichung unabiiä^sig von dem 
Werthe von r erfüllt werden. Hieraus gehen folgende drei Be- 
dingungen hervor: 



^ I 
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^ + -4-r + -^ -1 = 0. 



«0 + ^0 «1 + ^ «t + ^o 

Wenn diese ßedingungsgleichungen erfüllt werden, so liegt 
die gerade Linie auf dem Ellipsoid. Da dieselben aber nicbt alle 
6 Constanten bestimmen, s»o hat man unendlich viele gerade 
Linien auf dem Ellipsoid. Für jede derselben hat man die Dif- 
ferentiale der Goordinaten: 

welche auf Grund der zuletzt angegebenen Gleichung, in die 
Differentialgleichung der kürzesten Linie gesetzt, dieser Gleichung 
genügen. 

Das Ellipsoid enthält nur imaginäre gerade Linien auf seiner 
Oberfläche, was die dritte der angegebenen Bedingungsgleichun- 
gen beweiset. Denn man kann keine reellen Werthe von q^ g„ q^ 
flnden, welche dieser Gleichung genügen. Ebenso kan» man 
keine reellen Werthe von dß^, dßu dß^ angeben, welche der Dif- 
ferentialgleichung der geraden Linie. auf dem Ellipsoid genügen. 
Offen zu Tage tritt das Imaginäre in den beiden ersten dureb 
elliptische Differentiale ausgedrückten Gleichungen der geraden 
Linien auf dem Ellipsoid. 

Obgleich diese Gleichungen keine eigentliche geometrische 
Interpretation gestatten, so haben wir doch hier auf sie aufmerk- 
sam machen wollen, weil die gleiche Untersuchung der kürzesten 
Linien auf dem Hyperboloid mit einer Mantelfläche auf ähnliche, 
aber reelle Differentialgleichungen der geraden Linie auf dieser 
Oberfläche zurückführt. 

Um die Länge* s der kürzesten Linie auf dem Ellipsoid aus- 
zudrücken, gehen wir zurück auf die Formel (49) der vorher- 
gehenden Vorlesung, welche, wenn man den Werth von P aas 
(48) einsetzt, und bemerkt, dass in dem vorliegenden Falk 
dko = ist, die Gestalt erhält: 
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Setzt man in dieselbe den Wertb von dl^ aus einer der Glekbun- 
gen (16) ein, so erhält man durch Ausziehen der Quadralwurzek 



Benutzt man aber die Gleichungen (16), um die Yariabein zu 
sondern, so erhält man ds^ fQr die eine kürzeste Linie, und ds^ 
für die andere kürzeste Linie in der von Jacobi angegebenen Form: 

(19) ^^' ^^' 

Die Länge s^ der ersten kürzesten Linie wollen wir rechnen 
von dem Berührungspunkte derselben mit der Krümmungscunre 
(18), welcher die elliptischen Coordinaten habe A^ = y und 
A, = l^' bis zu dem Schnittpunkte p mit der zweiten kürzesten 
Linie, welcher die elliptischen Coordinaten habe X^ und Aj. Die 
Länge s^ der zweiten kürzesten Linie rechnen wir von dem zu-r 
letzt genannten Schnittpunkte p bis zum Berührungspunkte mit 
der Krümmungscurve (i8), welcher die elliptischen Coordinaten 
A^ = y und A, = Aj" habe. Alsdann erhalten wir durch Inte- 
gration von (l9): 

A'j r 

ij, r, 

, =/^F^ )/(V^) ^ -JVWF^) /(W7)g;- 

Aa *i 

und durch Addition dieser beiden Gleichungen: 

A'i 

(ai) ... — *, + ., =JyjF-X) /(ä;fä;) §^ 

Ai 



W ,. 



+ a j5/(i.- 



y}/!^.-^)!^;- 
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Diese Summe wollen wir in Verbindung bringen imt der 
Länge des von den beiden Tanginingspunkten begrenzten Bogeiig 
der Krümmungscurve (18|. Das Differenüale dieses Bogens s er- 
halten wir aus der leflien Gleichung (&0) der vorhergehenden 
Vorlesung, wenn wir setzen s für a, und y für il„ nämlich: 



ds = l/{y^X,)]/{K^X,) ^^. 



woraus durch Integration zwischen den angegebenen Grenzen 
her?orgeht: 



(«) » = ly{v-K\ ViK-^)^- 

Ziehen wir diese Gleichung von (2lj ab, so erhalten wir: 

(28) . . . 5. + *, - , =2jy(ir=^) /(ir-=^ ^- 

y 
Dieser Ausdruck von «, + ^^ — « ist unabhängig von der 
elliptischen Coordinate A, des Punktes p, in welchem sich die 
betrachteten kürzesten Linien auf dem Ellipsoid sehneiden. Er 
bleibt ungeändert für alle Werthe dieser Coordinate, wenn nur 
die andere elliptische Coordinate einen bestünmten unveränder- 
lichen Werth Ci hat. Es beschreibt daher der Punkt p die 
Krümmungscurve: 

*i = ^i> • 

wenn der Ausdruck s^ + *t — * ungeändert bleibt. 

Dem hierdurch bewiesenen Satze von M.Roberts kann man, 
wenn man die Eigenschaft der auf Oberflächen gespannten Fä- 
den voraussetzt, dass sie sich in den kürzesten Linien der Ober- 
flächen krümmen, folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine Krümmungscurve eines ge- 
gebenen Ellipsoides einen geschlossenen F^den 
schlingt, und diesen Faden durch einen Stift auf 
dem Ellipsoide spannt, so beschreibt der Stift bei 
seiner Bewegung eine zweite Krümmungscurve des 
Ellipsoides von derselben Art. 

Wir wollen noch bemerken, dass, im Falle die Kiümmuogs- 
curve A, == C, , auf welcher der sich bewegende Punkt p liegt 
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der Krümmnngscurve li=^y unendlich nahe ist »-das zweite In- 
tegral im Ausdrucke (-21) wegen des Factors ^(^i — /) unteri)^iB 
Integralzeichen gegen das erste unendlich klein wird und dass 
im Grenzfalle, wenn heide Krümmungscurven zusammenfallen, die 
Ausdrücke (21) und (22) einander gleich werden. 



ViemndzwanBigsta Vorlesung. 
Focalcurven der Oberflächen zweiter Ordnung. 



Wenn die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung mit einem Mittelpunkt in rechtwinkligen PunktcoorAnaten 
gegeben ist in der Form: 

(,) ^ + £! + ^ _ p. = 0. 

so ist nach der in der zweiundzwanzigsten Vorlesung aufgestellten 
Definition das System der mit ihr confocalen Oberflächen zweiter 
Ordnung gegeben: 

X* J^» 2* 

in welchem die gegebene Oberfläche selbst mit inbegriffen Ist. 

* Durch Uebertragung dieser beiden Gleichungen nach der in 
der zehnten Vorlesung angegebenen Vorschrift in Ebenencoordi-' 
naten, nehmen dieselben die Gestalt an: 

(3) «0^' + «1^* + «f^'- Ä» = o, ' 

(4) (a«?7V+ ir,F« + «,IF« _ ä») + a {ü^ + V* + W*) = 0. 

Unter den durch die letzte Gleichung mit dem willkürlichen 
Factor X dargestellten confocalen Oberflächen giebt es auch Grenz- 
flächen, fui* weliche der Factor l und die Coordinaten Ü, V, W, A 
der Ebenen, in welchen sie liegen, nach den Auseinandersetzun- 
gen der fünfzehnten Vorlesung durch folgende Gletchuugen zu 
bestimmen sind: 

(or^ + A) £1=0, («, + A) fr=0, 

(a, -I- l) r=0, Ä = 0. 
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Diesen 4 Gleichungen kann durch folgende 4Werthe von k 
genügt werden: 

und dem entsprechen folgende 4 Grenzflächen: 
[7« + F* + W* = o 

(«, — «o) V' + («. — «o) W^» - Ä» = 0, 
(ao-«i) ü' + («.-«,) ^* - Ä' = Oy 
(a^- a,) I^ + («,—«,) F« — Ä« = 0. 

Die erste derselben liegt in der Ebene, welche in das Un- 
endliche fallt und entgeht daher der geometrischen Anschauung. 

Die drei anderen Grenzflächen werden begrenzt durch die 
in Puoktcoordinaten ausgedrückten Kegelschnitte: 



(6) 



«0— «t 

von welchen jeder in einer der drei, die Hauptaxen der confo- 
calen Oberflächen verbindenden. Ebenen liegt. 

Denn betrachtet man zum Beispiel die ia X veränderlicho 
Oberfläche (2) in dem Zustande, in welchem sie sieh der^ vierten 
Grenzfläche nähert, indem man setzt iL = t- a« + £, und ve^ 
steht unter £ eine verschwindend kleine Grösse, sa hat man füe 
Gleichung der Oberfläche in Punktcoordinaten : 



«1— «0 


+ 




~ 


/* 


= 


0. 


X« 


+ 


Z» 


— 


i* 


r= 


0. 


«0 — «1 


«t — «1 


X« 


+ 


Y^ 





i» 


= 


0. 



«0 — «t + « «1 — a, + « ~ « 

Aus welcher Gleichung zu ersehen ist, dass nur yerschwiiif 
dend kleine Werthe von Z derselben genügen können, und das» 
im Grenzfalle die dritte Gleichung (6) den ia der yTr-Ebene ge- 
legenen Kegelschnitt ausdrückt, welcher die Grenzfläche be- 
grenzt. 

Schliesst man die im Unendlichen gelegene Grenzfläche aus, 
so bleiben noch drei endliche Grenzflächen übrig, welche von 
den drei Kegelschnitten (6) begrenzt werden. 
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Wenn man annimmt, dass: 

(7) «0 > «I > «2» 

so wird der erste Kegelschnitt imaginär, der zweite eine Hyper- 
bel, der letzte eine Ellipse. 

Man nennt diese drei, die Grenzflächen der confocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung begrenzenden, Kegelschnitte die Focal- 
curven der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung. Die 
Focalellipse liegt in der Ebene der grössten und mittleren 
Axe der confocalen Ellipsoide, die Focalhyperbel liegt in der 
Ebene der grössten und kleinsten Axe, die imaginäre Focal- 
ellipse liegt in der Ebene der beiden kleinsten Axen der con- 
focalen Ellipsoide. 

Die Ebenen, in welchen die reellen Focalcurven liegen, 
stehen auf einander senkrecht, und die eine Focalcurve geht im- 
mer durch die Brennpunkte der anderen. Wir drücken die 
letztere Bemerkung so aus, „die beiden Punkte auf der einen 
reellen Focalcurve, welche in der Ebene der anderen liegen, sind 
die Brennpunkte der letzteren," um sie als einen speciellen Fall 
des allgemeinen Satzes aufzufassen: 

Irgend zwei Punkte der einen reellen Focalcurve 
haben die Eigenschaft der Brennpunkte inRücksicht 
auf die andere reelle Focalcurve, dass die Summe 
oder die Differenz der von ihnen nach einem ver- 
änderlichen Punkte der anderen reellen Focalcurve 
geführten Strahlen eine constante Grösse ist. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren wie folgt: 

Wenn zwei Punkte im Räume die genannte Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben inRücksicht auf einen 
beliebig gegebenenKegelschnitt, so liegen diese bei- 
den Punkte auf der dem Kegelschnitte entsprechenden 
zweiten Focalcurve. 

Von der weiteren Begründung dieser beiden merkwürdigen 
Sätze können wir hier absehen, da wir von ihnen in dem Fol- 
genden keinen Gebrauch machen werden. 

Der Begrifi' der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung^ der 
bisher nur Oberflächen mit einem Mittelpunkte umfasste, lässt 
sich so erweitern, dass auch die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt hineingezogen werden. Diese Erweiterung des 

Hesse, Analyt. Geoinelr. 29 
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Begriffes der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung werden wir 
ableiten von der in Ebenencoordinaten gegebenen Gleichung (4\ 
der confocalen Oberflächen, in welcher wir für X setzen — und 
mit (i multipliciren, wodurch wir erhalten: 

(8) (i («0^* + «1 ^' + «, W^*— Ä') + 1{Ü*+ r« + ^ == 0. 
Der erste Theil dieser Gleichung mit den 4 willkäplichen 

Constanten [a, a^, «,, «,: 

gleich gesetzt, stellt irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkte dar. Derselbe gehe durch die Substitu- 
tionen (32) der neunzehnten Vorlesung, durch welche allein die 
Richtungen der rechtwinkligen Coordinatenaxen beliebig geändert 
werden, über in die Function der zweiten Ordnung- 

f (W, V, Wy R) 

mit den drei neu hinzukommenden willkürlichen Constanteh, 
weiche in jenen Substitutionen die Richtungen der neuen recht- 
winkligen Coordinatenaxen bestimmen. Durch Verlegung des 
Coordinatenanfangspunktcs in einen Punkt, dessen rechtwinklige 
Coordinaten rücksichtlich des letzteren Coordinatensystemes die 
wiUkürlichen Constanten^ — «, — b^ — c seien, geht auf Grund 
von (8) der dreizehnten Vorlesung die genannte Function über in 
die Function: 

4F (w, V, w, r + au + bv + ctv), 

welche wir mit ihren 10 willkürlichen Constanten der Kürze we- 
gen bezeichnen wollen mit: 

F (w, V, w, r), 
so dass man auf Grund der doppelten Transformation hat: 

(9) . . . fi [a^V^ + «, r + (Y,^» - R') = F («, V, w, r). 

Was den zweiten Theil der Gleichung (h) anbetrifl't, so weiss 
man, dass derselbe durch die doppelte Transformation- über- 
geht in: 
(10) X {ü* + V + W') = X (w» + v^ + «;«). 

Es nimmt daher die Gleichung (8) der confocalen Ober- 
flächen, auf irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, 
die Gestall an: 
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(II). ...... F[u,v,w,r) + l {u^ + v'+ »') = 0, 

iudem.die Gleichung F {u, v,w,r) z^ irgend eine Oberfläche 
zweiter Ordnung mit einem Miltelpunlite ausdruckt. 

Wir erweitern nun den Begriff der confocalen Oberfläche 
zweiter Ordnung, wenn wir die Beschränkuug, dass die Ober- 
fläche F (u, V, w, r) = einen Mittelpunkt habe, aufheben, und 
als erweiterte Definition der confocalen Oberflächen zweiter Ord- 
nung folgenden Satz aufstellen: 

Wenn F(u, », w,r) = der analytische Ausdruck * 
irgend einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung 
in Ebenencoordinaten ist, so druckt die Gleichung: 

F («, V, w,r) + l (a* + v* + m") = o 

alle mit der gegebenen Oberfläche confocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung tius. 

Von dieser Regel machen die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt keine Ausnahme. Vielmehr sieht man, wenn 
die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung F {u, v, w, r) 
= keinen Mittelpunkt hat, das ist nach (l5) der dreizehnten 
Vorlesung, wenn das mit r* multiplicirte Glied in der Gleichung 
derselben fehlt, dass •auch die mit ihr confocalen Oberflächen 
zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt haben. 

Der angegebene .Satz bietet zugleicü ein Mittel, das Problem 
der Hauptaxen einer in Ebenencoordinaten gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung F {u,v, w , r) = o aus einem ganz neuen Ge- 
sichtspunkte zu behandeln. Denn bestimmt man den Werth von 
X in der Gleichung (ll) so, dass die durch jene Gleichung dar- 
gestellte Oberfläche eine Grenzfläche wird, so weiss man, dass 
die Ebene dieser Grenzfläche durch zwei Hauptaxen der Ober- 
fläche geht. . Da man nun drei endliche Werthe von X bestim- 
men kann, welche die Oberfläche (ll) zu einer Grenzfläche ma- 
chen, so hat man auch die drei Ebenen dieser Grenzflächen, 
welche sich paarweise in den Hauptaxen der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung schneiden und dadurch die Richtungen 
der Hauptaxen der gegebenen Oberfläche selbst. 

Um mit wenig Worten die Durchführung dieser Idee anzu- 
deuten, wollen wir annehmen, dass: 

.(12) . , . . JP* (ll, t;, w, r) = eooM* + 2efituv + e„v' + . . . 

19* 
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Alsdann wird nach (3) der fünfzehnten Vorlesung die Oherfläche 
(U) jedesmal eine Grenzfläche, wenn man die Werthß von 
u, V, w, l bestimmt, welche folgenden Gleichungen zu gleicher 
Zeit genügen: 

i r(u) + Aw = , 

^F'iv) + Xv ^ 0, 

(13) 

4 F{fv) + Xw =:^ . 

^ F\r) + Ar = 0, ■ 

woraus man durch Elimination der Ehenencoordinaten die in X 
kubische Gleichung erhält: 

^00 "T" X, Bq\9 Cffi, 

^ll + A» ^l«> ^18 



(h; 



'10» 



^20» ^21 > ^2«"T"*» ^23 



= JO, 



deren Wurzeln eben jene Werthe von X sind, welche die Ober- 
fläche (ll) zu einer Grenzfläche machen. Sind diese bekannt, so 
ergeben sich die Verhältnisse der Coordinaten der Ebenen, in 
welchen die drei Grenzflächen liegen, durch die Auflösung der 
in Rücksicht auf sie linearen Gleichungen (13). 

Ist die gegebene Oberfläche F (w, v, w, r) =0 selbst eine 
Grenzfläche, also irgend ein Kegelschnitt, ^o führt die kubische 
Gleichung (14), weil ein Werth A = der Gleichung genügt, 
auf eine quadratische Gleichung zurück, und die, den beiden 
Vi^urzeln A der quadratischen Gleichung entsprechenden. Ebenen 
schneiden die Ebene des Kegelschnittes in den Hauptaxen. 

Die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung (3) ist 
eine Rotationsoberfläche, wenn zwei von den drei Grössen cr^, a,, er, 
einander gleich sind, und die der dritten von diesen Grössen 
entsprechende Hauptaxe ist die Rotationsaxe der Oberfläche. Die 
mit der gegebenen Rotatiousoberfläche confocalen Oberflächen (4) 
sind wieder Rotationsoberflächen mit derselben Rotationsaxe. 

Was die Focalcurven der Rotationsoberfläche anbetrifll, so 
ersieht man aus (6), dass eine derselben immer ein reeller 
oder imaginärer Kreis ist, und dass die beiden anderen ge- 
rade Linien werden, die in die Rotationsaxe fallen. Die dne 
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von diesen geraden Linien wird begrenzt von den Brennpunkten 
des Kegelschnittes, durcb dessen Rotation die Oberfläche entstan- 
den ist, die andere erstreckt sioh von den Brennpunkten auf 
beiden Seiten der Botationsaxe .bis in das Unendliche. 

Um einen ganz bestimmten Fall der Rotationsoberfläche (3) 
zur-. Discussion vor Augen ztt> haben, wollen wir annehmen, dass 
a, = a, sei:. In dieser Voraussetzung wird die Gleichung (9) : 

(15) Mi lU^ +V'+ W''] - f*[Ä* - K ~ «,) C/*] = ^ (ti, V, m, r). 
Der Factor Ä* — («o — a^ Z7* des zweiten Gliedes in dieser 

Gleichung ist das Produkt zweier linearen Factoren A und A^, 
Setzt man ferner jita, = i/, so hat man für die Rotationsober- 
fläche F {u, v, », r) = die Form der Function F (ti, v, w, r): 

(16) . . . . v (Z7' + F» + ^») - (lAA, = F (w, v, w, r), 

in welcher A = o und ^, = die Gleichungen der Brennpunkte 
des Kegelschnittes bedeuten, durch dessen Rotation um die, die 
Brennpunkte verbindende, Gerade die Rotationsoberfläche jer^ 
zeugt ist. 

Der linke Theil dieser Gleichung geht über in seinen rech- 
ten Theil durch die doppelten oben angegeUenen Substitutionen, 
durch welche man die identische Gleichung erhält: 

(17) . . . V (u« + »• + w') - (lAA, = F (w, V, w, r), 

indem A und A^ lineare Ausdrücke bedeuten, von der Form: 

A = ofw -f /J» + r w -f r , 

(18) 

^1 — «iW + ßxV + y\fv + r, 

welche, gleich gesetzt, die Brennpunkte der Rotationsoberfläche 
F (m, V, fv, r) =^ darstellen. 

Wenn daher eine durch ihre Gleichjung. F (w, v, w, r) t= o 
in Ebeneucoordinaten gegebene Oberfläche zweiter Ordnung, eine 
Rotationsoberfläche sein soll , so muss die Function F {u, v, w, r) 
sich auf die in (17) angegebene Form zurückführen lassen. 

Die Bedingungen für eine Botationsoberfläche zweiter Ordnung 
F{u, V, w, r) = erhält man demnach, wenn man die Coefficienten 
der Potenzen und Produkte der Variabein auf beiden Seiten der 
Gleichung (l7) einand^ gleich setzt, woraus 10 Gleichungen ent- 
stehen zwischen den 8 Unbekannten f», v, «, /?, y, «i, /?i. Tu ußd 
aus diesen 10 Gleichungen die 8 Unbekannten eliminirt. Als 
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Resultat der Elimination ., erhält man 'dann zwei Bedingungsglei- 
chungen zwischen den Coefficienten in der gegebenen Gleiehmig 
der Oberfläche. Es stimmt dieses fiberein mit den in der zwan- 
zigsten Vorlesung über Rotationsoberflächen zweiter Ordnung ge- 
machten Bemerkungen, auf Grund weicher sich auch zwei Be- 
dingungsgleichungen (39) für die Rotationsoberfläche ergaben.« 

Es bedarf nicht der Aufstellung dieser beiden Bedingun|[s- 
gleichungen; die angegebene Form: 

(19) v(M* + t;* + w*) — fiAA^ = 

der Gleichungen der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung reicht 
schon hin, Eigenschaften dieser Art Oberflächen zu entdecken. 

Denn stellt man die Gleichung (19), in welcher r = 1 ge- 
setzt werde, also dar: 

so «ieht man, dass jeder der beiden Factoren des rechten Thei- 
les'der Gleichung, nach (8) der fünften Vorlesung, seine geome- 
trische Bedeutung hat. Dieselben drücken nämlich die Längen 
der Lothe aus, welche von den Brennpunkten ^ =-= und ^j = 
auf eine Tangentenebene der Rotationsoberfläche gefällt sind. Da 

nun der linke Theil — in der Gleichung eine constante Grösse 
ist, so hat man den Satz: 

Das Produkt der von den beiden, in der Rota- 
tionsaxe liegenden, Brennpunk'ten. einer Rotations- 
oberfläche zweiter Ordnung auf die Tangentenebene 
der Oberfläche gefällten Lothe ist eine constante 
Grösse. 

Bei der Zurückführung der Gleichung der Rotationsober- 
fläche zweiter Ordnung auf die Form (|9) kann es sich ereig- 
nen, dass beide lineare Factoren A und ^, imaginär werden. 
In diesem Falle ist die Oberfläche erzeugt durch Umdrehung des 
Kegelschnittes um die Axe, in welcher die imaginären Brenn- 
punkte liegen. Ferner kann in einem der Factoren A oder Ai 
dasjenige Glied fehlen, welches den Factor r hat. In diesem 
Falle fehlt auch..in der Entwickelung der Gleichung (19) das mit 
r* multiplicirte Glied und die Rotationsoberfläche ist dann, nach 
(15) der dreizehnten Vorlesung, eine Oberfläche ohne Mittelpunkt. 
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Schliessen wir nun die Rotaüonsoberflächeti zweiler Ord- 
nung mit imaginären Brennpunkten^ aus, und verlegen den durch 
die Gleichung ^, = o gegebenen Brennpunkt der Oberflache in 
den Coordinatenaiifangspunkt, so haben wir a, c= jS, == yi= o; 
wodurch die Gleichung (l9) der Rotationsoberfläche die Gestalt 
erhält : 

(21) . . . u^ + V* + w* — ^(au + bv + cw + \) = 0. 

Diese Gleichung kann man ohne S'ch\^ierigkeit auf die Form 
bringen : 

(22) . . . . (m - ^)* + (r - B)\+ {w- q* ^ R'=:o. . 

In dieser Form unterscheidet sich dieselbe von der Gleichung 
der Kugel mit dem Radius R und den Coordinaten J, B, C des 
Mittelpunktes: 

(23) . . . . (o; - ^)' + (y - B)' + (^ _ C)» - Ä* = o 

nur dadurch, dass die variabeln Ebenencoordinaten mit den va- 
riabeln Punktcoordinaten vertauscht sind. 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, um geometrische 
Sätze aber Kugeln auf Rotationsoberflächen zu übertragen, wel- 
che einen Brennpunkt gemein haben, und umgekehrt aus Sätzen 
über Rotatiousoberflächen, welche einen Brennpunkt gemein ha- 
ben, entsprechende Sätze über Kugeln herzuleiten. Einfache Bei- 
spiele sollen dieses Uebertragungsprincip erläutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit A^„ und A\ die Aus- 
drücke: 

ir^ = (o: - A^Y + (y - B^Y -f (z - C^y - B^\ 

K^=[x^ A^f + (y - B^Y + {z- C^f -^ R^\ 

iStf aus diesen Ausdrücken zusammengesetzte Ausdruck: _Jl. !^ 

kann auf eine gleiche Form K gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

Da nun die Gleichungen iy = o, K^^=^o, K^ =*>/ Kugeln 
vorstelleo, so beweiset die angegebene identische Gleichung den 
Satz: 
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Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurven zweier Kugeln gehen, sind wieder 
Kugeln. 

Zum Verständnisse dieses Satzes mag die Benierkung dienen, 
dass sich zwei Kugeln nicht allein in einem Kreise schneiden, 
sondern noch in einem zweiten Kreise, der im Unendlichen liegt 

Betrachtet man dagegen die Punktcoordinaten als Ebenen- 
coordinaten,. so stellen die Gleichungen ICfi =^ o, ICv = o, ITq = o 
Rotationsoberflächen zweiter Ordnung mit demselben Brennpunkte 
dar, und man erkennt in der angegebenen identischen Gleichung 
den Beweis des Satzes : 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche von 
den, zweien Rotationsoberflächen zweiter Ordnung 
mit demselbenBrcnnpunkte gemeinschaftlichen, Tan- 
gljntenebenen berührt werden,, sind wieder Rotations- 
oberflächen mit demselben Brennpunkte. 

Hat man Terner die Gleichungen von 4 Kugeln in Punkt- 
coordinaten ; 

so stellen folgende sechs Gleichungen: 

1^0 — ^1 = ö , A^, — AT, = > 

als lineare Gleichungen die Ebenen im Endlichen dar, in wel- 
chen sich je zwei Kugeln schneiden. Da aber aus den drei , in 
der ersten Horizontalreihe aufgeführten Gleichungen ^ die drei 
übrigen folgen, so hat man nach (l4) der zweiten Vorlesung den 
Satze 

Die sechs Ebenen, in welchen sich vier Kuge^ln 
paarweise schneiden, geheji durch einen und densel- 
ben Punkt. 

Betrachtet man dagegen in den zehn aufgestellten Gleichun- 
gen die Punktcoordinaten als Ebenencoordinaten , so stellen die 
vier ersten Gleichungen vier Rotationsoberflächen zweiter Ord- 
nung mit einem und demselben Brennpunkte dar. Jede der sechs 
darauf folgenden Gleichungen liefert den Beweis , dass zwei 
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Schliessen wir nun die Rotationsoberflächett zweiter Ord- 
nung mit imaginären Brenupunkten.aus, und verlegen den durch 
die Gleichung ^, = o gegebenen Brennpunkt der Oberfläche in 
den Coordinatenaufangspunkt, so haben wir a, c= jS, = ^^ =: o; 
wodurch die Gleichung (l9) der Rotationsoberfläche die Gestalt 
erhält : 

(21) . . . u* + v* + w* ^ ^{au + bv + cw + l) = 0. 

Diese Gleichung kann man ohne Schwierigkeit auf die Form 
bringen: 

(22) . . . . (m - ^)* + (r - B)\+ (w^ q* ^ R' = o, - 

In dieser Form unterscheidet sich dieselbe von der Gleichung 
der Kugel mit dem Radius R und den Coordinaten J, B, C des 
Mittelpunktes: 

(23) . . . . (x - ^)' + (y - B)* + {z^ q* ^Bt = o 

nur dadurch, dass die variabeln Ebenencoordinaten mit den va^- 
riabeln Punktcoordinaten vertauscht sind. 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, um geometrische 
Sätze über Kugeln auf RotaÜonsoberflächen zu übertragen, wel- 
che einen Brennpunkt gemein haben, und umgekehrt aus Sätzen 
über Rotationsoberflächen, welche einen Brennpunkt gemein ha- 
ben, entsprechende Sätze über Kugeln herzuleiten. Einfache Bei- 
spiele sollen dieses Uebertragungsprincip erläutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit A^„ und K^ die Aus- 
drücke : 

ir^ = (^ - ^f,f + (y - V + (^ - c^r - v 

K^= {x^ A^f + (y - i?^)« + (« - C^f -r R^\ 
Dc^ aus diesen Ausdrücken zusammengesetzte Ausdruck: _± 
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kann auf eine gleiche Form K gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

Da nun die Gleichungen IC^^= o, K^=^ o, K^ ="0 Kugeln 
vorstellen, so beweiset die angegebene identische Gleichung den 
SaU: 
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lelst der Formeln (8) der dreizehnten Verlesung geht diese Kugel- 
gleichung über in die Form- (24), in welcher Ä =^ -^ = o die 
Gleichung des Mittelplmktes der Kugel ist. 

Die angegebene Form der Kugelgleichung (24) werden wir 
benutzen zur Erörterung der Frage, ob unter den Tangen- 
tenkegeln einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung auch Rotationskegel gefunden werden. 

Es sei: F= o die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten und (D = o die Gleichung 
einer noch unbestimmten Kugel, indem wir der Function <P die 
Bedeutung unterlegen: 

(24) ♦ d) ==, w* + t;» + w* - \a\ 

Wenn nun die gegebene Oberfläche einen Tangentenkegel 
hat, der zugleich Rotationskegel ist, so kann man eine Kugel 
(p = m den Rotationskegel hineinlegen, die von dem Kegel 
ringsum berührt wird, und umgekehrt, wenn man eine Kugel 
<D =±= bestimmen kann, welche von einem Tangentenkegel der 
gegebenen Oberfläche ringsum berührt mrd, so muss der Tan- 
gentenkegel ein Rotationskegel sein.' Die Bedingung, dass Letz- 
teres zutrefl'e, drückt nach der elften Vorlesung die identische 
Gleichung aus: 

(25) F — fi0 = IBC, 

in welcher B und C Uneare Ausdrücke der Ebenencoordinaten 
bedeuten. 

Diese Identische Gleichung zerfällt in zehn Bedingungsglei- 
chungea Eliminirt man aus letzteren die 7 in A^C steckenden 
Constanten und den Factor fi, so erhält man zwei Gleichungen 
zwischen den Coordinaten tt, ß, y des durch die Gleichung ^ =o 
auisgedrückten Mittelpunktes dev Kugel und dem Radius q der- 
selben; und daraus die Gleichungen der Curve selbst, in wel- 
cher die Spitzen der Rotationskegel liegen, wenn man q =^ b 
setzt. Denn je kleiner q wird, um so mehr nähert sich die Ku 
gel der Kegelspitze, mit welcher sie im Grenzfalle zusammenfälll. 
Eliminirt man aber aus den beiden zuletzt genannten Gleichun- 
gen Q, so erhält man die Gleichung der Oberfläche, in weliher 
die Rotationsaxen der Tangentenkegel liegen. 
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Die Durchfährung dieser Elimination ist nicht ohne Schwie- 
Hgkeit» wenn die Function F in der allgemeinen Form gegeben 
i^t. Wir wollen daher \inuehmen , dass die gegebene Oberfläche 
auf ihren Mittelpunkt und ihre Hauptaxen bezogen sei, indem 
wir setzen: . 

(26) F = ^M* + a,»* + a,w« — r*. 

In dieser Voraussetzung wird die identische Gleichung (26): 

(27) [«oii»+«,t;'+«,«^— r*] -|x [t««+t;'+w»-^(aM4^4^»+r)^^ 

Map erkennt in dieser Form der Gleichung leicht die drei Be- 
dingungen zwischen den fünf Grössen a, ß, y, fi, g, welche zu 
erfüllen sind, wenn der linke Theil der Gleichung sich in lineare 
Factoren zerlegen lassen soll. 

Macht man nämlich die Variable w verschwinden, indem 
man setzt: 



(28) 



y=o, a^ — (i =z 0, 



so lässt sich der übrig bleibende linke Theil der Gleichung in 
lineal^e Factoren zerlegen, wenn die Bedingungsgleichung erfüllt 
wird : 

gt ' gt ' V 



ft + 






«1— f* + ^' 



(,ß 



^ 
Q' 



^' S-'i 



^=0, 



deren linker Theil die Determinante ist, gebildet- aus den zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten des übrig bleibenden linken 
Theiles der Gteichung (27). 

Entwickelt man diese Gleichung, so erhält man: 
un4 wenn man darin für fi den Werth ans (28) setzt: 



300 Vierundzwanzigste Vorlesung. 

Hiernach ist y = o die Gleichung der Oberfläche ^ in wel- 
cher die Rotationsaxen der Kegel, also auch ihre Spitzen liegen, 
das ist die o?^ Ebene des Coordinatensystemes. Setzen wir, um 
die zweite Oberfläche zu erhalten, in welcher die ILegelspitzep 
liegen, in (29) q = o, so erhalten wir: 

(30) :r^^--^ 



^'^O — ^2 ^'fl — <*2 

Beide Oberflächen schneiden sich in der dritten Focalcurve 
(6) der gegebenen Oberfläche , welche demnach der geoinetrische 
Ort ist für die Spitzen der an die gegebene Oberfläche gelegten 
Tangentenkegel, welche zugleich Rotationskegel sind. 

Aber man kann auch , um den linken TheÜ der Gleichung 
(27) in lineare Factoren zerfalibar zu machen, statt w entweder 
V oder u verschwinden lassen, indem man setzt ß = o und 
«1 — fi z=: 0, oder a z=z o und «^ — fi = o, wodurch man 
schliesslich die beiden anderen Focalcurven der gegebenen Ober- 
fläche als den geometrischen Ort der Spitzen der Tangentenke- 
gel erhalten würde, diiß zugleich Rotationskegel sind. Man hat 
daher den Satz: 

Die Focalcurven einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sind der geometrische Ort der 
Spitzen der Tangentenkegel für die gegebene Ober- 
fläche, welche zugleich Rotationskegel sind. 

Da sich jeder Kegelschnitt als Grenzfläche zweiter Ordnung 
betrachten lässt, so folgt aus dem angegebenen Satze unmit- 
telbar: 

Die einem gegebenen Kegelschnitt zugel^örigeqi 
Focalcurven sind der geometrische Ort der Spitzen 
der Rotationskegel, welche durch den gegebepen 
Kegelschnitt gelegt werden können. 

Was die Kugel anbetrifft, die wir uns in den Rotations- 
kegel hineingelegt dachten, welcher zugleich Tangentenkegel der 
gegebenen Oberfläche ist, so haben wir zwischen den Coordina- 
ten des Mittelpunktes a, ß, y und dem Radius q derselben die 
Relationen (28) und (29), welche beweisen, dass man den Mittel- 
punkt in der o-y Ebene beliebig wählen kann, dass aber der 
Radius q dann durch (29) bestimmt ist. Um diese Kugel und 
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die gegebene Oberfläche lassen sich aber zwei Rotationskegel le- 
gen , -deren Spitzen auf Grund der . identischen Gleichung (37) 
durch folgende linearen Gleichungen ausgedruckt werden: B = o, 

Diese Kegelspitzen B = o, C = o sind Punkte der Focal- 
corre (30) und die geraden Linien OB und OC die Rotatlonsaxen 
der beiden Kegel. Um die Lage dieser Rotatlonsaxen zu erfor- 
schen, stellen wir die Gleichung XBC = o der beiden Punkte 
auf, indem wir den durch die Gleichungen (28) reducirten linken 
Theil der identischen Gleichung (27) gleich o setzen: 

[(«^ ^ «,)u* + (a, — «,)t^* — r*] -f ^[au + ßv + r]' =. o. 
Der erste Theil in dieser Gleichung gleich o gesetzt: 

(«^ — flf,)M* +^«4 — «,)»« — r» c= o 

stellt die Focalcurve (30) in Ebenencoordinaten dar, der zweite 
Theil ebenfalls gleich o gesetzt: 

[«« + ßv + r] = o 

stellt ein Punktenpaar dar, welches zusammenfallt mit deiii 
Punkte 0. Deshalb drückt die aus den zuletzt genannten beiden 
Gleichungen zusammengesetzte erste Gleichung einen Kegelschnitt 
aus, welcher die beiden von dem Punkte an die Focalcurve 
gezogenen Tangenten berührt. Da aber dieser Kegelschnitt in 
das Punktenpaar B = o, 0=^0 übergeht, welches in der Focal- 
curve liegt, so können die beiden Punkte nur die Berührungs- 
punkte sein der von dem Punkte an die Focalcurve gezogenen 
Tangenten. Es sind also die geraden Linien OB und OC Tan- 
genten der Focalcurve. Man hat daher den Satz: 

Der geometrische Ort der Rotatlonsaxen der Tan- 
gefit enkeg«! einer geg*ebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche zugleich Rotationskegel sind, sind die 
Ebenen, in welchen die Focalcurven der gegebenen 
Oberfläche liegen. Jede Rotationsaxe berührt die 
Focalcurve, in deren Ebene sie liegt, in der Spitze 
des Rotationskegels. 
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Fünfimdzwanzigste Vorlesung. 

Geometrische Deutung der kubischen Gleichung 
J = Of von welcher die Hauptaxen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung abhängen. 



Weim eine Oberfläche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt hat, 
so lädst sich ihre in Punktcoordinaten gegebene Gleichung durch 
Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in den Mittelpunkt der 
Oberfläche mit Beibehaltung der Richtung der rechtwinkligen 
Coordinatenaxen, wie man in der dreizehnten Vorlesung gesehen 
hat, immer auf die Form zurückfuhren: 

0) ^[x* y, z)— i = 0, 

in welcher Gleichung q> {x, y, z) einen Ausdruck von der. Form 
bedeutet: 

(2) <p{x, y, z) = ß^* + a„y* + a,^« + 2a,^z + ÜOtoZX + 2a„.ry. 

Durch Drehung des rechtwinkligen Coordinatensystemes um 
den Mittelpunkt der Oberfläche führten wir in der zwanzigsten 
Vorlesung, indem die Function q>[x,y, z) ausgedrückt durch die 
neuen rechtwinkligen Coordinaten die Gestalt erhielt: 

(3) w q>{x,y,z) =^ X^ + l,Y^+l^7^. 

die Gleichung \\) der Oberfläche auf die Hauptaxen zurück : 

W Ao^+A*r + A,Z«-i ^ 0, 

2 2 2 

indem ~|7=-, "k^* "x?^ ^^^ Längen der Hauptaxen der (Äer- 

fläche ausdrücken. 

Diese Hauptaxen hingen ab von der dort unter (ii) angege- 
benen kubischen Gleichung 4 = o, welche nach Potenzen von l 
entwickelt : 

(5) — ^i ^ k^ — AX* '\' BX — C = 

folgende Werthe der Coefflciebten giebt: 
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^ = «00 + «11 + ö«t> . 

(6) . . . . B = (a„ a„ — a,J) + {a„a^ — a,J) + (a^oßii — «o*) , 



r = 0000,,«,, + 201,0,0001 — flüo^it — «11 «fü — «tf«( 



,,"0I' 



Lässt man nun die sechs Coefficienten in der Function (3) 
9>(^»y> z) beliebig varüren, so stellt die Gleichung (l) alle mög- 
lichen Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkt 
dar. Lässt man aber jene sechs Coefficienten unter der Be- 
schränkung variiren, dass die Ausdrücke (6) A, B, C ungeändert 
bleiben, so stellt die Gleichung (i) nur solche. Oberflächen zwei- 
ter Ordnung dar, welche dieselben Hauptaxen haben,, oder, mit 
anderen Worten . die Gleichung (l) ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung der analytische Ausdruck für eine und dieselbe Ober- 
fläche , beliebig gedreht um ihren Mittelpunkt. 

Von der Voraussetzung ausgehend, dass A, B, C unyeränder- 
liche Grössen seien , wollen w ir nun die geometrische Bedeutung 
dieser Grössen feststellen. 

Bezeichnen wir mit P, Q, R die Längen der auf den Coor- 
dinatenaxen x, y, z von der Oberfläche (l) abgeschnittenen Stucke, 
so haben wir: 



/» = 


1 


«1» 




Es ist demnach: 









^ = «00 + «II + ««« = p2 + ^ + ^• 

Da aber A der Voraussetzung nach eine constante Grösse ist, 
so drückt diese Gleichung den Satz aus: 

Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ein System von drei in dem Mittel- 
punkt auf einander senkrecht stehenden geradenLi- 
nien drelit, so ist die Summe der reciproken Quadrate 
der von der Oberfläche auf den geraden Linien ab- 
geschnittenen Stücke eine constante Grösse. 

Diese constante Grösse lässt sich näher bezeichnen. Denn 
wenn man das System von drei in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche auf einander senkrecht jstehenden Linien in die Lage der 
Hauptaxen bringt, so werden jene auf ihnen abgeschnittenen 
Stücke die Hauptaxen selber. 
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Als Corollar zu dem angegebenen Satze bezeichnen wir fol- 
genden: 

Wenn man um den Mittelpunkt eines Kegelschnittes 
einen rechten Winkel dreht, dessen Spitze im Mittel- 
punkte liegt, so ist die Summe der reciproken Qua- 
drate der von dem Kegelschnitte auf den Schenkeln 
des rechten Winkels abgeschnittenen Stücke eine con- 
stante Grösse. 

Dieser Satz geht hervor aus dem vorhergehenden, wenn man 
die Richtung der einen von den drei im Mittelpunkte der Ober- 
fläche auf einander senkrecht stehenden geraden Linien ungedn- 
dert lässt, und die Drehung macht um diese ungeänderte gerade 
Linie. 

Wir erhalten die Gleichung des Kegelschnittes, in welchem 
die ^;tEbene die Oberfläche (l) schneidet, wenn wir in der Glei- 
chung der Oberfläche x = o setzen: 

«iiy* + 2a|,yz -f a„2* — 1 = o. 

Die Hauptaxen dieses Kegelschnittes hängen ab von der qua- 
dratischen Gleichung. ^ 

«n — ^f ö« 

««1» «»« — ^ 



= 0, 



in welcher das von k freie Glied gerade der erste TheU des Aus- 
druckes B in (6) ist: 

«11«« — «il- 

Dieses Glied ist das Produkt der beiden Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung, und da die Wurzeln jener Gleichung die re- 
ciproken Quadrate der halben Hauptaxen des Kegelschnittes aus- 
drücken, so stellt der letzte Ausdruck durch tt* dividirt nach (39) 
der einundzwanzigsten Vorlesung das reciproke Qnadrat des 
Fläfheninhaltes des Kegelschnittes dar, wenn derselbe eine El- 
lipse ist. 

Die Bedeutung der beiden anderen Glieder, aus welchen der 
Ausdruck B in (6) zusammengesetzt ist, ergiebt sich hiemach 
von selbst. Dividiren wir nun B durch tt* und bemerken, dass 
bei der Drehung der Oberfläche um ihren Mittelpunkt der Quotient 
ungeändert bleibt, so haben wir den Satz: 
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Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung drei in diesem Punkte auf einander 
senkrecht stehende Ebenen dreht, so schneiden die 
drei Ebenen die Oberfläche in drei Kegelschnitten, 
von welchen die Summe der reciproken Quadrate der 
Flächeninhalte eine constante Grösse ist. 

Wenn einer von den drei Regelschnitten eine Hyberbel oder 
Piarabel wird, so hört die Gültigkeit des Satzes selbstverständlich 
auf. Er trifft aber wieder zu. wenn man die Drehung in der 
Weise bewerkstelliget, dass die Hyperbel oder Parabel ungeän- 
dert bleibt. 

Was endlich die Bedeutung des Coeflficienten C in d^ ku- 
bischen Gleichung J = o anbetrifft, so weiss man, dass der- 
selbe gleich ist dem Produkt der drei Wurzeln der Gleichung, 
also gleich dem reciproken Produkt aus den Quadraten der hal- 
ben Hauptaxen der Oberfläche. Dividirt man daher den Coef- 
ficienten C durch (J^r)*, so erhält man nach (56) der zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des körperlichen In- 
haltes des Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein 
Ellipsoid ist. 



Die Mittelpunktgieichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
durch Ebenencoordinaten ausgedrückt, erhält man, wenn man die, 
der Function <p[x, y, z) reciproke Function 0{u, v, tv) bildet, 
und hierauf setzt: 

(7) <1>(m, v,w) — l = 0. 

Wenn wir von dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrück- 
ten Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung nJit einem Mittel- 
punkte ausgehen, so können wir ebenfalls die kubische Gleichung 
r =0 angeben, von welcher die Hauptaxen der Oberfläche ab- 
hängen. Die geometrische Deutung der Coefficienten in dieser 
kubischen Gleichung muss auf Sätze führen , die den vorher- 
gehenden Sätzen aivalog sind. 

Wir bemerken , um die angegebene Idee zu verwirklichen, 
dass, während die Substitutionen (14) der neunzehnten Vorlesung 

Hette, Analyl. Geometr. 20 



306 



Ffinruudzwanzigsle Vorlesung. 



die Funcüon (p(x, y, z] transformiren in (s), die Subslilulioneu :a3 
derselben Vorlesung die reciproke Function 0(u,v,m]: 

nach den Aaseinandersetzungen in der achtzehnten Vorlesung trans- 



fonniren in: 

(9) 

Es ist demnach 

(10) 






lg X| If 



die Gleichung der Oberfläche (7), bezogen auf das Hauptaxen- 
sysiem dieser Oberfläche, und die kubische Gleichung r = o, 
von welcher die Transformation abhängt, ist: 



(II) 



r = 



1 

^10 > ^11 "7"» ^11 

1 



Wenn \iir diese Gleichung entmckelu, wie folgt: 

("2) -r= 1— «l+ft-— c = o, 

so fmden wir die Werthe der Coefßcienten a, b, c: 
a = e^ + e^l + e„ , 

(13) . . ft == (^M^, — ^iJ) + K,^oo — ^to) + (^•0^11 — ^oi). 



^ ^00^11^21 * 2^l«^20^0 



^#k.^i! 



^11 ^tO ^M ^üP 



Wir lassen nun die seclis Coenicienten e in der Gleichung (7) 
der Oberfläche beliebig variiren und erhalten dadurch alle mög- 
lichen Oberflächen ^(weiter Ordnung mit demselben Mittelpunkte. 
Beschränken wir aljcr diese Variationen, indem wir festsetzen, 
dass die drei' Coefficienten a, b, c in (13) unverändert bleiben, 
so stellt die Gleichung (7) eine und dieselbe Oberfläche zweiter 
Ordnung dar in allen möglichen Lagen nach der Drehung um 
den Mittelpunkt. 

Die verschiedenen Lagen einer und derselben Oberfläche zwei- 
ter Ordnung wollen wir nun in das Auge fassen. 
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Zu diesem Zwecke legen wir drei Tangentenebenen an die 
Oberfläche (7) den Coordinateneöenen parallel, und bestimmen 
die senkreebten Abstände p, q, r derselben von dem Mittelpunkte 
der Oberfläche aus der Gleichung (7) : 

ffiernach ist: 

« = <?üo + «11 + ^n=I^ + 9" + r\ 

welche Gleichung ausdruckt, dass die Summe der Quadrate 
der Entfernungen des Mittelpunktes der Oberffäche 
zweiter Ordnung von irgend drei auf einander senk- 
recht stehenden Tangentenebenen derselben eine 
constante Grösse ist. 

Wir können diesen Satz auch so auffassen: 

Der geometrische Ort des Schnittpunktes dreier, 
auf einander senkrecht stehenden Tangentenebenen 
einer Oberfläche zweiter Ordnung ist eine Kugel, 
deren Mittelpunkt in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche liegt. 

Wenn ^ir, indem wir in der Gleichung (7) der Oberfläche 
« = setzen, die Oberfläche senkrecht auf die yz Ebene projici- 
ren, so erhalten wir die Gleichung der Projection: 

«11^* + 2^12 »w + e^fv^ — 1 = 0, 

welche einen Kegelschnitt ausdrückt, dessen Hauptaxen von der 
quadratischen Gleichung abhängen: 

1 
1 



«ti» «*« — 






Das in der Entwickelung dieser Gleicfiung nach Potenzen 
von Y mit deroten Potenz multiplicirte Glied: 

«11^ — «it » 

welches den ersten Theil des Ausdruckes b in (13) bildet, ist 
das Quadrat des Productes der Hauptaxen des Kegelschnittes. 
Wir erhalten daher das Quadrat des Flächeninhaltes der Pro- 
jection, wenn wir jenen Ausdruck noch mit tc* multipliciren. 

20* 
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Multipliciren wir nun die ganze zweite Gleichung (13) mit 
n^ und bemerken, dass arc^ sich bei der Drehung der Oberfläche 
um den Mittelpunkt nicht ändert, so ergiebt »ch aus der geo- 
metrischen Deutung der einzelnen Theile jener Gleichung der Satz: 

Wenn man eine Oberfläche zweiter Ordnung auf 
irgend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
projicirt, so ist die Summe der Quadrate der senk- 
rechten Projectionen eine constante Grösse. 

Es läsat sich dieser Satz als eine Ausdehnung des Satzes (5) 
der ersten Vorlesung aulTassen. Denn verstehen wir unter Flä- 
cheninhalt einer Oberfläche zweiter Ordnung die Quadratwurzel 
aus der Summe der Quadrate der senkrechteji Projectionen der 
Oberfläche auf bestimmte drei, auf einander senkrecht stehende, 
Ebenen und bezeichnen dieselben mit J; bezeichnen mr ferner 
mit A, B, C die senkrechten Projectionen der Oberfläche auf ir- 
gend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen, so haben wir 
jene in (5) der ersten Vorlesung aufgeführte Gleichung, die dort 
nm' Geltung hatte , wenn die Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Grenzfläche ist. 

Der angegebene Satz gilt ohne Einschränkung für das El- 
lipsoid. Ist bei einer anderen Oberfläche zweiter Ordnung eine 
der senkrechten Projectionen der Oberfläche eine Hyperbel oder 
Parabel, so verlangt der Satz eine leicht anzugebende Modification. 

Was endlich den Coefficienten c in der kubischen Gleichung 
(12) anbelangt, so weiss man, dass derselbe das Quadrat ist des 
Productes der halben Hauptaxen der (H)erfläche. Multiplicirt man 
diesen Coefßcienten mit (^tt)*, so erhält man nach (56) der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung das Quadrat des körperHchen Inhaltes 
der Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein Ellipsoid ist. 
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Sechsiindzwanzigste Vorlesung. 

Bedingungen für die Rotationsoberfläehen 
zweiter Ordnung. 



Bei Gelegenheit der Hauptaxenbesünmiung einer durch ihre 
Gleichung /"(^r, y, z, i) = o gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung in der zwanzigsten Vorlesung haben wir die Bedingun- 
gen (39) «ß = a, = «g für eine Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung festgestellt, welche, mit Hülfe von (27) durch die Coefficien- 
ten in der gegebenen Gleichung ausgedrückt, folgende Gestalt 
erhalten : 

«Ol flpj j^Oo «12 __ g|a «10 — «11 «20 _ «80 «21 — «22 «Ol . 
«12 «20 . «Ol 

Wir werden im Folgenden, indem wir die Entstehung der 
Rotationsoberflächen zweiter Ordnung ins Auge fassen, diesel- 
ben Bedingungsgleichungen auf einem anderen Wege herleiten. 

Eine Rotationsoberfläche entsteht im Allgemeinen, wenn eine 
Curve sich um eine feste Axe dreht. Die Curve beschreibt dann 
die Rotationsoberfläche, indem jeder Punkt derselben einen Kreis 
durchläuft, dessen Ebene senkrecht steht auf der Rotationsaxe 
und dessen Mittelpunkt auf der Rotationsaxe liegt. Daher schnei- 
den alle auf der Rotationsaxe senkrecht stehenden Ebenen die 
Rotationsoberfläche in Kreisen, deren Mittelpunkte in der Rota- 
tionsaxe liegen. Die Rotationsoberfläche zweiter Ordnung wird 
von jeder auf der Rotationsaxe senkrecht stehenden Ebene nur 
in einem Kreise geschnitten, weil eine jede gerade Linie in 
"der Ebene des Kreises die Oberfläche nur in zwei Punkten, 
schneidet. 

Dieses vorausgeschickt, sei nun: 

(1) f{^* y> ^, 1) = 

die Gleichung irgend einer Rotationsoberfläche zweiter Ordnung, 
indem wir festsetzen, dass: 

, . f{iic, y, z, l) = q){x, y, z) + ^a^zX:^- ^at^y + 2a,3Z + 0,3, 

<p(x, y, z) = a„o^^+ «11^*+ «2«^*+ 2018^2+ 2a^za:+ 2a^xy, 
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Es seien ferner: 

^e = Aar + /Jy + yt — a, = o. - 
At = ax + ßy + yz ^ di = o 

die Gleichungen von zfiei beliebigen, auf der Rotationsaxe der 
Oberfläche (l) senkrecht stehenden. Ebenen in der Normalform, 
welche die CH>erfläche also in Kreisen schneiden. Da die Ver- 
bindungsUnie ihrer Mittelpunkte, die Rotationsaxe, senkrecht auf 
den Ebenen steht, in wdchen sie liegen, so wird man, wenn 
man setzt: 
(4) AT = (a: - ^)* + (y - i?)« + (z - (7)« - Ä«. 

immer eine Kugel IC = o bestimmen können , auf welcher beide 
Kreise liegen. 

Man hat daher drei Oberflächen zweiter Ordnung, die ge- 
gebene Oberfläche (l) f{x, y, z, i) = o, die Kugel JSC = o 
und das Ebenenpaar A^^At = o, von welchen jede durch die 
Schnittcurve der beiden anderen geht, und daher nach den Aus- 
einandersetzungen in der neunten Vorlesung die identische Glei- 
chung: 
(6) fix, y, z, 1) — XK ^= ft^o^i. 

Diese identische Gleichung ist die Bedingung für die Ro- 
tationsoberfläche (i). Das will sagen, dass die Oberfläche (l) 
eine Rotationsoberfläche sei, wenn die elf Constanten X,A, B, C, 
R, ft, a, ß, y, do, d^ sich so bestimmen lassen, dass der Gleichung (6} 
identisch genügt wird. 

Da zwischen den Constanten a, ß, y noch die Gleichung besteht 
a* + /}* + y* = I » 80 vertreten die elf Constanten nur die Stelle 
von zehn Constanten, welche durch eben so viele Gleichungen 
bestimmt werden. Da aber die identische Gleichung (6) durch 
Gleichsetzen der Coefficienten der Potenzen und Producte glei- 
cher Variabein sich in zehn Bedingungsgleichungen auflöst, so 
hat es den Anschein, als könne diesen zehn Gleichungen immer 
genügt werden, welcher Art auch die gegebene Oberfläche (l) sei. 
Allein, wenn man beachtet, dass in die sechs Bedingungs- 
gleichungen , welche sich durch Gleichsetzung der correspondi- 
reiulen Glieder der zweiten Ordnung in der identischen Gleichung (5) 
ergeben, nur die fünf Constanten A, (i, a, ß, y eingehen, zwischen 
welchen noch die Gleichung a* + j5*+ y* = i besteht, so sieht man, 
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dass durch Elimination der fonf Constanten aus den sieben Glei- 
chungen sich zwei Bedingungsgleichungen ergeben müssen. 

Setzen wir nämlich die correspondirenden Glieder der zwei- 
ten Ordnung in der identischen Gleichung (5) einander gleich, 
so eiiialten wir: 

«00 — ^ = f*«'» ' «12 = (^ßy> 

(Ö) «11 — ^ = f*/5«, 0,0 = f*ya» 

Gleichungen, in welche nur die vier Constanten X, aYfi, ßyfi, 
yYfi eingehen. Mir brauchen die Gleichung a* + ß* + y* z=i 1 
nicht weiter zu berücksichtigen, welche dazu dienen würde, den 
Werth von (i festzustellen. Denn die Elimination dieser vier 
Constanten aus den sechs Gleichungen (6) giebt ebenfalls die bei- 
den Bedingungsgleichungen. Um letztere zu erhalten, multiplici- 
ren wir je zwei vou den drei letzten Gleichungen (6) und dividiren 
sie durch die übrig bleibende. Dadurch wird: 

(7) . . . . ^ = ,.«», M. = ^^, ?^ = ^y\ 

«12 ^20 ^l 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die drei ersten Glei- 
chungen (6) erhalten wir die oben angegebenen beiden Bediu- 
gungsgleichungen für die Rotationsoberfläche (l): 

«12 «20 «Ol 

zugleich mit dem Werthe von L 

Handelt es sich um die Richtung der Rotationsaxe, welche 
mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus sind a, ß, y, 
so hat man auf Grund von (7): 

^ . ij . y _ T/foi«o2 . j/oiton . 7/ ^20 «21 , 
/Q\ ' ' r flu ' r «20 ' r floi 

, o , t . t i 

• «12 ' «20 ' «Ol ' 

in üebereinstiminung mit (36) der zwanzigsten Vorlesung, wobei 
zu erwähnen ist, dass die Quadratwurzelgrössen sammüich das 
gleiche Vorzeichen haben müssen, damit sie den drei letzten Glei- 
chungen (6) genügen. 

Wir sehen hier zwei Bedingungsgleichungen für eine Ro- 
tationsoberfläche zweiter Ordnung auftreten, während die eine 
Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glel- 
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chung J = 0, von welcher die Hauptaxen der (tt)erfläche ab- 
hängen, für sich schon hinreicht^ die Oberflache zu einer Ro- 
tationsoberfläche zu machen. Die Erklärung dieses Paradoxons 
wird den Gegenstand der folgenden Untersuchung bilden. 

Auf ein ähnliches Paradoxon stösst man schon beim Kreise 
in der Ebene. Man weiss nämlich, dass der Kegelschnitt: 

«00«?' + 2aoi»'^y + öjiy* + 200««: + la^tV + «tt = o 
nur unter den beiden Bedingungen: 

«00 = «11» «01= 

ein Kreis ist, während schon die eine Bedingungsgleichung: 

(«00 + «n)' — '*(«oo«ii — «Ol) = 
der Gleichheit der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

«00 — ^> «Ol 

= 0, 

«iö> «11 — ^ 

von welcher die Hauptaxen des Kegelschnittes abhängen, hin- 
reicht, um den Kegelschnitt in einen Kreis übergehen zu 
lassen. 

Man braucht aber nur jene Bedingungsgleichung in die Form 
der Summe zweier Quadrate zu bringen: 

(«00 — «ii)* + 4«oi= 0, 
um zu sehen, dass die eine Bedingungsgleichung in die beiden 
angegebenen Bedingungsgleichungen zerfällt. 

Eine ähnliche Zerfällung der Bedingungsgleichung für die 
Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung // = o in 
die Summe von Quadraten lässt sich nach der Analogie erwarten, 
und Kummer führte sie, wenn gleich auf einem beschwerlichen 
Wege, zuerst durch. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der 
Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung J = o. 

Die Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung erhält man bekanntlich dadurch, dass 
man die gegebene Gleichung nach der in ihr vorkommenden Un- 
bekannten partiell difl'erenzirt und aus beiden Gleichungen die 
Unbekannte eliminirt. Ist die gegebene Gleichung eine algebrai- 
sche vom nten Grade, so wird die differenzirte Gleichung vom 
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(n — i)teii Grade. Die allgemeinen Methoden der Elimination der 
Unbekannten aus diesen Gleichungen geben jedeanal eine resul- 
ürende Gleichung, welche einen überflüssigen Factor enthält. 
Dieser überflüssige Factor wird vermieden, wenn man für die 
genafinten Gleichungen z^ei ihnen äquivalente Gleichungen, beide 
vom (n—l)ten Grade, in folgender Weise substituirt. 

Man mache die gegebene Gleichung vom nten Grade da- 
durch homogen, dass man in ihr für die Unbekannte X setzt — > 
und die Gleichung mit x" multiplicirt. Aus dieser Gleichung 
geht wieder die gegebene Gleichung hervor, wenn man für k 
den Werlh setzt x = 1, welchen Werth von x wir auch in dem 
Folgenden beibehalten werden. Wenn nun die gegebene homo- 
gen gemachte Gleichung ist: 

'*!;(%, A) = 0, 

so hat man für die gleiche Wurzel k überdies: 

^\k) = 0. 
Da aber : 

ni/;(x, A) = xi//(x) + A>'(A) == o, 

so sieht man, dass für die gleiche Wurzel auch ist: 

i;;'(x) = 0. 

Man hat daher für die gleiche Wurzel die beiden Gleichun- 
gen vom (n — l)ten Grade: 

iI/{k) = 0, if;'(A) = 0, 

aus welchen die Unbekannte A zu eliminiren ist, während man 
früher die Elimination aus einer Gleichung des nten und einer 
zweiten Gleichung des (n — l)ten Grades zu vollführen hatte, um 
die gesuchte Bedingungsgleichung zu erhalten. 

Nach der Bezout-Sylvester'schen Methode kommt die 
Elimination der Unbekannten X aus den beiden letzten Gleichun- 
gen darauf hinaus, die Elimination der (*2n — 2) ersten Potenzen 
von.A, mit Einschluss der Oten Potenz, aus folgenden (2n — 3) 
Gleichungen: 

if;'(A) = 0, Aif;'(A) = o, . , . A->'(A) = o, 

i/;'(x) = 0, At;;'(x) = o, . . . A*->'(x) = o, 

wie aus linearen homogenen Gleichungen zu vollföbren. 
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Setzen wir nun, um die angegebene Regel auf den Fall der 
kubischen Gleichung J =so anzuwenden: 

so haben wir unter der Voraussetzung, dass x den Werth 1 
habe : 

'^'{l) = SV — 2AI' + Bk\ 

— -^'(x) ■= AX* — 25X* + sa«, 

und daher die Elimination der Potenzen A^ iL*, X*; k^ aus den, in 
. Rucksicht auf sie linearen homogenen, Gleichungen auszuföhreo: 

3A» — 2^A« + Bk^ — 0, 

+ 3X* — 2AV + ^A« = 0, 

+ Ak* — 'iBV + sa« =0, 

AV ^2Bk''+ ^CV =0. 

Bezeichnen wir mit 3X' die Determinante: 

3, — 2^, + B, 

0, . 3, — 2^, + B 

0, + A, — iB, + 3C 

A, — 2^, + 3C, 

so haben wir als Resultat der Elimination die gesuchte Bedin- 
gungsgleichung : 

(II) L*= 

für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung 



(10) 



3i* = 



Um die aufgestellte Bedingungsgleichung (II) weiter zu 
transformiren, werden wir der Determinante (10) 3Z' nach und 
nach andere Formen geben. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke die Relationen zwischen 
den Potenzsummen Sq, Si, . . . s^ der Wurzeln und den CoefOcien- 
ten der kubischen Gleichung J = o: 
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*o == 3, 

*, — ASo = — li. 

s, — Ast + Bso = B, 

St — ASf + Bsi — CSq =^ 0, 
*4 — ^^, + ^s, — C^, = ♦), 
aus welchen Gleichungen unmittelbar folgt: 

*i = ^. 

Sf — ASi = — 2^, 

*3 — -^*, + -5= 3C. 

*) Die angegebenen Formeln leitet mau leicht ans der in X iden- 
tischen Qleichnng: 

in folgender Weise ab: 

Die angegebene identische Gleichung, differenzirt nach l: 

dividirt mau durch die angegebene Gleichung, wodurch man erhält: 



^ax~i — Ao^X — ii * X — X, 
Jeden Bruch des rechten Theiles dieser Gleichung entwickelt man nach 
ahsteigenden Poteuzen von X, wodurch man erhält: 



J dX~ X 



und durch Summation: 
oder: 



■+©+©■+... 

'+©+©•+■ 

■+©+©■+ 

2 ri~i r+T+i« "•'••• 



Setzt man in diese in X identische Gleichung für J und ^ ihre Werthe: 

z/ = — X« + ^X» — i?X + C, 

|j =— 3X«+2j4X — ^, 

so erhält man durch Gleichsetzen der Coefficienten gleicher Potenzen 
von X auf beiden Seiten der Gleichung die oben angegebenen Gleichungen 
und noch mehrere der Art. 
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Mit Hülfe dieser Gieichungen lässt sicli die Determinaute (10) 
3X' so ausdrücken: 



3X«= 



0, ^1, «t — ^1 , *8 — As^ + -^^1 

*„ Si— ASi, s^ — ^^, +BSi, «4 — ^s+ -^*f — ^'*i 



Diese Determinante ist aber wieder nacii Satz (30) der sie- 
benten Vorlesung gleich: 



32;* = 






Zieht man in der so dargestellten Determinante 31' die 
dritte Horizontalreihe der Componenten von der ersten Horizon- 
talreihe ab, so erhält man nach dem angegebenen Satze; 



3X« = 



^0. 0, 0, 

ö, Sq_, Si, Sf 

0, St, 5,, 58 

Si f SffS^, 54 



und endlich nach dem Satze ( 14) der siebenten Vorlesung, wenn 
man zugleich für Sq seinen TVerth 3 setzt: 



(12) 



i'= 



'1 > *l» *3 



02, 



^3» *4 



Beachtet man aber, dass: 

(13) . 5p = AS + AJ + A|, 

so hat man nach Satz (3t) der siebenten Vorlesung: 



(14)... .X* = 



10 1^ 1^ 

^0 > *1 > '''2 

l^ X* X* 

1* X* X* 

'^o» '^i > '^2 



Aq > Aj , A<| 

1* ;* X* 

*0» *1» '^2 

X* X* X* 

*o> '»'1» *a 
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und da man hat: 

(A, - K) (^ - ^o) (^2 - A.) = xi, k!, ki 

l* 1* X* 
SO ist: 

(15) L'= {(A, -^ Ao) {k, - A,) [k, - k,)Y' 

Es ist dieses gerade der Ausdruck Z* für w = 2, den wir 
in (38) der achtzehnten Vorlesung in die Summe von Quadraten 
zerlegt haben. Da nun dieser Ausdruck L^ nicht verschwinden 
kann, wenn nicht jedes einzelne Quadrat, woraus er besteht, ver- 
schwindet, so sieht man, dass die eine Bedingungsgleichung (ii) 
P =i für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glei- 
chung J == in mehrere zerfallt, wodurch das oben hervorge- 
hobene Paradoxon erklärt ist. 

Wenn hiernach die Zerlegung des Ausdruckes X' in die 
Summe von Quadraten theoretisch keine Schwierigkeiten macht, 
so bedarf es doch mannigfacher Reductionen , um die Quadrate, 
in deren Summe sich der Ausdruck L* zerlegt, auf die einfach- 
sten, von Kummer angegebenen. Formen zurückzuführen. Wir 
werden daher den in der achtzehnten Vorlesung eingeschlagenen 
Weg der Zerlegung des Quadrates Z* in dem Folgenden ein we- 
nig modificiren. 



Zu diesem Zwecke stellen wir die Determinante + Z: 



(16) 



+ L = 



k^ 1* 1* 
X* 1* 1* 



die ungeändert bleibt, wenn man irgend eine der Verticalreifaen 
der Componenten durch ein und dieselbe Grösse dividirt und die 
Determinante selbst mit derselben Grösse multiplicirt, also dar:] 



-h Z = Ao A, A, 



Ao> Aj , X-j 
1, I, I 






1 
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und bemerken, dass das Produkt Aq A, 1, der drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung J = o nach (lO) der zwanzigsten Vorlesung 
gleich ist: 



(17) i> = 

weshalb man auch hat: 
(18) T ^ = 



«00» ^01» «Ol 

«10» «11 > «if 

«fO» «tl> «12 

I, 1, 1 






Al 



Das Quadrat dieses Ausdruckes + L, dargestellt als eine 
Function der Coefficienten in der durch (2) gegebenen Func- 
tion g>{x, y, z), werden wir nun zerlegen in die Summe von 
Quadraten. 

Zu diesem Zwecke bringen wir in Erinnerung, dass in der 
zwanzigsten Vorlesung die Substitutionen mit ihren Auflösungen: 

x= aX + ar+ a'Z, X =^ ,aa: + by + cz, 

{19) . , . y = bX + b'Y + rz, F = aa: + b'y + cz, 

z — cX + cr+ c'Z, Z= a'x + ft'V + cz 

so bestimmt worden sind, dass sie folgende drei GleiGbiingen zu 
identischen Gleichungen machen: 

g>{x,y,z) = AoZ»+A,r+A,Z*. 
(20) o:* + y« + z» = jr» + Y* + Z*, 



^/ \ ^* I F» Z» 

0{x,y,z)= - + ^ + ^, 

wenn 0{x, y, z) die reciproke Function von q>{Xj y, z) ist Demi 
die letzte von diesen Gleichungen folgt unmittelbar aus den in 
der achtzehnten Vorlesung vorgetragenen allgemeinen Sätzen. 
Dieses vorausgeschickt bilden wir nun die Determinante [a]: 

i9»» \¥iy)* i9'(«) 

(21) . . . [a] = X, y, z 

^o[x), |a>'(y). ^o\z) 
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und l)enierken, dass die Componenten ia derselben auf Grund 
der identischen Gleichungen (20) folgende Werthe haben: 

\k![y) = hio^ + b%r + h'\z, 

^<p'(«) = cXo^ + c%F + c%Z, 

x^ aX + ar+ a'Z, 
y=bX + b'r+ b"Z, 
z= cX + cY + c'Z, 



D 



D , 






D 



D , 



^<l>(y)=6^;ir+Ö^F+*"^Z. 



D 



D 



D 



„D 



Z, 



Setzen wir diese Werthe der Componenten in die Determi- 
nante (2]), so sehen wir, dass nach (31) und (29) der siebenten 
Vorlesung dieselbe in das Product zerfällt: 



(22) 



W = 



«, a, a 




b, b\ b" 


. 


c, c, c 





\, \, 1 
1 1 1 



D.xrz, 



Da nun der erste Factor dieses Productes nach (l9) und (20) 
der neunzehnten Vorlesung gleich l ist, das Product der beiden 
darauf folgenden Factoren nach (18) gleich + L, so haben "wk 
die durch die Substitutionen (i9) identische Gleichung: 



(23) 



xrz =.= + ^. 



Wir entwickeln nun die durch (2i) definirte Determinante [a], 
welche homogen und von der dritten Ordnung ist in Rücksicht 
auf die Variabein x, y, z, indem wir setzen: 

(24) W = 2aa,a,a, ^""^ /* z""*' 

und setzen diese Entwickelung in (23). 
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Alsdann haben ^ir dne Entwickelung des Prodactes XTZ 
(-23) nach Potenzen und Produkten der Variabein x, y^ z. Eine 
zweite Entwickelung desselben Productes entnehmen wir aus [n] 
der neunzehnten Vorlesung: 

(25) ^rZ =2Acc^a,a, x^o /i ^«t, 

deren EntwickeiungscoefHcienten ander bezeichneten Stelle vorKegen. 
Da nun beide Entwickelungen für alle Werthe der Variabeln 
^» y» ^ gelten, so müssen die Coeflficienten der Potenzen und Pro- 
ducte gleicher Variabein in beiden einander gleich sein, weshalb 
wir haben: 

(26) ^«o«i«t = + T~' 

ein System von Formeln, auf welches Jacobi zuerst aufmerk- 
sam gemacht hat. 

^ Setzen wir diese Werthe von J^^ ^ in die Gleichung 
(26) der neunzehnten Vorlesung ein, ^o erhalten wir die Kum- 
mer'sche Zerlegung des Ausdruckes Z' in die Summe von nur 
sieben Quadraten: 

^* -= 15 {«800 + «olo + öoJs} + öi5i 
(27) ^ ^ 

+ («ItO — «JO«)* + («012 — öf lü)* + («201 — «Ml)*. 

Eine andere Zerlegung des Ausdruckes L^ in die Summe von 
zehn Quadraten würde aus der Gleichung (24) der genannten 
Vorlesung hervorgehen. 

Es bleibt noch übrig die. zehn EntvnckelungscoefBcienten 
^ttott «2 ^^'^^ ^^ berechnen. Dazu ist die Kenntniss des Pro- 
ductes von J> und der reciproken Function 0(^x, y, z) erforder- 
lich. Setzen vdr daher: 

(28) J> (.T, y, z) = b^ + 6„y* + ft„z» + 26«yz + ^b^^zx + 2b^^xy, 

so ergeben sich nach dem bekannten Bildungsgesetz der recipro- 
ken Function 0{Xjy,z) aus der gegebenen Function g>{x,y,z) 
die Werthe: 

^00 = öu«»2 — «i»*, ftjt = «oi«ot — «OO««» 

(29) ... . bii = a„aoo — «20*» ^20 = «12Ö10 — Ö11Ö20. 

62« = «ÖO^Il — «Ol'» *01 = «20^21 "^ «22^01« 
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Setzen wir ferner die Werthe der partiellen Differential- 
quotienteu der gegebenen Function (p [x, y, z) und ihrer recipro- 
ken Functionen 0[x, y, z) in (2l), und entwickeln nach Vor- 
schrift von (24), so finden wir: 

«003 = «12^02 — «02^12» 

«120 = «21^1 — «il^l + «00^1 — «21^00 + «01^20 " «tO^Ol» 
(30) . .. Ö,o2 =^ ««^eo — «00^2 + «22^2 — «12^22 + «10^(12 " ^Ot^iV 

«012 = ««^2 — «22*« + «11*02 — «02*11 + «12*01 — «01*12' 
«^210 = «20*11 — «11 *20 + «00*20 — «20*00 + «21*10 " «10*21' 

«201 = «,0*00 — «00*10 + «2t *10 — «10*22 + «Ol *20 ^ «20*0l»r^ 
«021 = «01*22 — «22*01 + «11*01 — «Ol*H + «02*21 " «21 *02' 

«111 = «22*11 — «11*22 + «00*22 — «22*00 + «11*00 " «00*il- 

Der Ausdruck (27) für Z* kann, unter der Voraussetzung 
der Realität der Coefficienten in der gegebenen Function (2) 
q>{x, y, z), nicht verschwinden, wenn nicht jedes einzelne Quadrat, 
aus welchen er/hisaramengesetzt ist, verschwindet. Lassen wir 
daher nur die beiden ersten Quadrate der Summe verschwinden, 
so ergeben sich daraus die beiden Gleichungen: 

^12 ^20 ^M 

«12 «20 «Ol 

welche nrit den zu Anfang der Vorlesung aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen vollkommen übereinstimmen. 

Unter Vermittelung dieser beiden Gleichungen verschwinden 
auch die übrigen Entwickelungscoefticienten «c^ c; ^ > und deshalb 
auch die übrigen Quadrate, aus welchen der Ausdruck (27) X* 
zusammengesetzt ist. 
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SiebenundzwanzigBte Yorlesnng. 

Schnitte von Oberflächen zweiter Ordnung und 
Ebenen. Kreisschnitte. 



Die Schnittcurve einer Ebene und einer gegebeneu Ober- 
fläche zweiter Ordnung Ist ein Kegelschnitt, weil nach den Aus- 
einandersetzungen in der sechszehnten Vorlesung durch die Schnitt- 
curve eines Ebenenpaares und der gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung sich immer ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen 
lässt. Sie ist überdies eine Curve zweiter Ordnung. Denn trans- 
formirt man die Gleichung der gegebenen Oberfläche auf ein 
neues rechtwinkliges Coordinatensystem , dessen eine Coordinaten- 
ebene mit der, die Oberfläche schneidenden , Ebene zusammen- 
fallt, so ändert sich der Grad der Gleichung nicht. Es ändert 
sich auch der Grad der Gleichung nicht , wenn man die , auf 
der schneidenden Ebene senkrecht stehende, variable Coordinate 
in der Gleichung der Oberfläche gleich setzt, wodurch man 
eben die Gleichung der Schnittcurve eriiält. 

Die reciproke Polare derjenigen geraden Linie, welche auf 
der Schnittebene im Unendlichen liegt, schneidet die Schnittebene 
in dem Mittelpunkte der Schnittcurve. Denn alle Sehnen der Ober- 
fläche, welche durch den Schnittpunkt und die genannte gerade 
Linie im Unendlichen gehen, werden durch ihn halbirt. Es macht 
demnach keine Schwierigkeit den Mittelpunkt eines ebenen Schnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung zu construiren, 
oder, der Construction folgend, die Coordinaten desselben analy- 
tisch zu bestimmen. Wir ziehen es jedoch vor, das Problem 
des Mittelpunktes eines ebenen Schnittes auf einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung rein algebraisch aufzufassen. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit (p[x, y, z) und f{x, y, z, \) 
die Ausdrücke: 

(1) 9 [x, y, z) = 000^:* + a, , y*-|- a«» 2* + 2 a, ^yz -|- 2 «jo «^ + 2 «oi «V» 

(2) f(oo,y,zA) = g>i^'c» y* ^) + 2a8o^ + 2«3,y + 2a„r -f a^, 
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und nehmeD an, dass die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung und der sie schneidenden £bene seien: 

(3) f[x,y,z,l) ^ 0, 

(4) ax + hy -^ cz '\' d = 0, 

Das Problem des Mittelpunktes der Schnittcurve der Ober- 
fläche und der Ebene lässt sich dann algebraisch so fassen: 

Die Substitutionen: 
[b) . . . , X :;=: X + A, y = Y+ B, z = Z+ C 
zu bestimmea, welche die Gleichungen: 

(6) fix, y, z, I) = 9>(X r, Z) - ^{äX+br+ cZ) + r{A, B, C, l), 

(7) . . . . ax + by + CZ + d = aX + hY + cZ 
zu identischen Gleichungen machen. 

Das Problem verlangt die Bestimmung von vier Grössen 
|it, A, B, C. Diese vier Grössen sind so zu bestimmen , dass sie 
den vierzehn Bedingungsgleichungen genügen, welche man er- 
hält, wenn man (5) in die Gleichungen (6) und (7) substituirt 
und die Coefficienten der Potenzen nnd Producte gleicher Varia- 
beln auf beiden Seiten der Gleichungen einander gleich setzt. 
Man bemerkt aber sogleich , dass die sieben , von den Gliedern 
der zweiten und oten Ordnung in (6) herrührenden, Bedingungs- 
gleichungen identische Gleichungen sind , dass ebenso die drei, 
von den Gliedern der ersten Ordnung in (7) herrührenden, Be- 
dingungsgleichungen identische Gleichungen sind. Es bleiben 
also in der That nur vier Gleichungen zur Bestimmung der ge- 
nannten vier Grössen übrig, und das Problem ist ein ganz be- 
stimmtes. 

Die in dem Problem zu bestimmenden Grössen A, B, C sind 
die Coordtnaten des Mittelpunktes ^es durch die Gleichungen (3) 
und (4) gegebenen Kegelschnittes. Denn macht man in den ge- 
nannten Gleichungen die Substitutionen (5), wodurch mit Bei- 
behaltung der Bichtung der Cooi'dinatenaxen nur der Coordinaten- 
~ anfangspunkt geändert wird, so gehen die Gleichungen (3) und (4) 
des Regelschnittes über in: 

(8). . .(p{X, F, Z) — 2(i{aX + b Y + c Z) + f{A, B, C, 1) = o, 

(9) aX + bY + cZ = 0. 

21* 
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Sind nun X, 1\ Z die Coordinaten irgend eines Punktes auf 
diesem Kegelschnitte, welche den beiden Gleichungen genögen 
müssen, so genügen auch die Coordinaten — -T, — F, — 2 
denselben beiden Gleichungen. Das heisst jede durch den Coor- 
dinatenanfangspunkt gehende Sehne des Kegelschnittes wird durch 
ihn halbirt. Da aber A, B, C die Coordinaten des neuen Anfangs- 
punktes in dem ursprünglichen Coordinatensystem sind, so sind 
dieselben zugleich die Coordinaten des Mittelpunktes des durch 
die Gleichungen (3j und (4) gegebenen Kegelschnittes in dem ur- 
sprünglichen Coordinatensysteme. 

Macht man in (6) und (7) die Substitutionen (6) und setzt 
die Coefficienten der Potenzen und Producte gleicher Variabein 
auf beiden Seiten der genannten Gleichungen einander gleich, 
so erhält man mit Uebergehung der zehn identischen Gleichun- 
gen folgende vier lineare Gleichungen zur Bestimmung von f* 
und der Coordinaten A, B, C des Mitteluunktes des Kegelschnittes: 

ir{B) + (ib = o, 

(10) 

aA+ bB + cC+ d = 0. 

Diese Gleichungen beweisen, dass man das vorgelegte Pro- 
blem auch als eine Maximums- oder Minimums-Aufgabe behandeln 
kann: Die Werthe der Variabein in der gegebenen 
Function f{x,y,z, i) so zu bestimmen, dass die Func- 
tion ein Maximum oder Minimum werde, wenn zwi- 
schen den Variabein die Bedi ngungs gleichung 
ax + by + cz + d = gegeben ist. Denn diese Aufgabe 
führt wieder auf die Gleichungen (lo) zurück. 

Es fallt ferner in die Augen, dass in die, den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes bestimmenden, Gleichungen das ganz constante 
Glied «83 in der Gleichung der gegebenen Oberfläche nicht ein- 
geht. Diese Bemerkung beweiset den Satz: 

Eine beliebig gegebene Ebene schneidet das ganze 
System Oberflächen zweiter Ordnung, die denselben 
Asymptotenkegel haben, in Kegelschnitten, welche 
denselben Mittelpunkt haben. 
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Dieser Satz gilt auch von den Ellipsoiden mit demselben 
Mittelpunkte und derselben Richtung ihrer Hauptaxen, wenn die 
Verhältnisse der letzteren constant sind. Denn unter diesen Be- 
dingungen haben sie denselben imaginären Asymptotenkegel. 

Betrachtet man in der vierten Gleichung (10) d als variabel 
ifhd climinirt man aus den übrigen Gleichungen (lO) die Unbe- 
kannte fi, so erhält man die Gleichungen: 



j /» h /. 



der geraden Linie, in welcher die Mittelpunkte der mit (4) pa- 
rallelen Schnitte liegen. Es ist dieses die reciproke Polare der 
geraden Linie, welche in der Ebene des Schnittes im Unendli- 
chen liegt. Deshalb ist sie auch der geometrische Ort der Pole 
der parallelen Schnittebenen. 

Die Lage der, die gegebene Oberfläche schneidenden. Ebene 
war bisher beliebig. Wir wollen jetzt dieselbe so bestimmen, 
dass der Mittelpunkt auf der Schnittcurve selbst liegt, dass also 
die Schnittcurve ein Linienpaar wird. 

Die Bedingung, dass dieses zutrefl'e, drückt neben den Glei- 
chungen (io) die noch hinzukommende Gleichung aus: 

f(A, B, C, 1) = 0. 

Um diese Gleichung des zweiten Grades mit Hülfe der Gleichun- 
gen (10) auf eine lineare Gleichung zurückzuführen, multipliciren 
wir die Gleichungen (lo) der Reihe nach mit J, B, C, — fi und 
addiren, wodurch wir erhalten: 

i{Ar{A) + BfiB) + CnC)} ^(idc=o. 

Ziehen wir diese Gleichung von der zuletzt angegebenen Be- 
dingungsgleichung ab, so können wir dieselbe also ausdrücken: 

(P2) «30^ + «31^ + dstC + «88 + (id = 0. 

Reihen wir endlich diese Bedingungsgleichung als die vor- 
letzte in dem Systeme Gleichungen (lO) ein, und setzen, um 

j4 ß C 

sämmtliche Gleichungen homogen zu machen, ~n * -k' ^ respec- 

tive für A,.B, C und (iB =v, so haben wir folgendes System 
von fünf homogenen Gleichungen: 
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(13) 



«00^ + «01^ + «02^ + «03^ + av = o, 

«10^ + «11^ + «12^ + «13^ + bv = 0, 
«•0^ + «21^ + «21^ + «2»^ +CV= 0, 
«80^ + «31^ + «32^ + «33^ + dv = 0, 

aA + bB + cC + dB 



--= 0, 



welchem genügt werden muss, wenn die Schnittcurve der Ober- 
fläche ein Linienpaar sein soll. 

Die Elimination der fünf Unbekannten A, B, C, B, v aus die- 
sen Gleichungen giebt: 



(14) 



**00» "Ol» 02» "OS» ** 

«10» «11» «12» «13» * 

«20» «21> «2«' «23» ^ 

«80» «31* «32' «83» ^ 

fl, fr, C, rf, 



= 0, 



die gesuchte Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten in 
der Gleichung (4) der, die. gegebene Oberfläche (3) in geraden Li- 
nien schneidenden, Ebenen. Diese Bedingungsgleichung drückt 
nach (18) und (i3) der zehnten Vorlesung analytisch den Satz 
aus: 

Die Ebenen, welche eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung in geraden Linien schneiden, sind Tangenten- 
ebenen der Oberfläche, und jede Tangentenebene ei- 
ner Oberfläche zweiter Ordnung schneidet die Ober- 
fläche in geraden Linien. 

Von den fünf Gleichungen (13) drückt die vierte die Be- 
dingung aus, dass der, durch die vier anderen bestimmte, Mittel- 
punkt der Schnittcurve auf dieser Curve selbst hege. Wir wer- 
den die genannte Bedingung wieder aufheben, indem wir von 
der vierten Gleichung absehen und an ihre Stelle die Bedingung 
B =i substituiren, dass der Mittelpunkt der ebenen Schnittcurve 
in das Unendliche falle, dass also die Schnittcurve eine Parabel 
werde. Dadurch erhalten wir aus (13) mit Weglassung der vier- 
ten Gleichung: 
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u^qA + a^^B + a^^C + bv = o, 
a^^A + a^^B + a^^C + cv -- o, 
aA+bB-^-cC =0, 

woraus durch Elimination von A, B, C, v liervorgeht: 



(15) 



(16) 



«00» «Ol» «02» « 

«10' «11» «12» ^ 

«20» «21» «t2» ^ 

a, b, c, 



= 0, 



die Bedingungsgleichuug, welclie die Coordinaten a, b, c, d der, 
die gegebene Oberfläche (3) schneidenden. Ebene (4) zu erfüllen 
haben, wenn die Schnittcurve eine Parabel sein soll. 

Die Bemerkung, dass in diese Bedingungsgleichung die letzte 
Coordinate d der Ebene gar nicht eingeht, drückt geometrisch 
den Satz aus, dass parallele Ebenen eine Oberfläche 
zweiter Ordnung in Parabeln schneiden, wenn eine 
derselben die Oberfläche in einer Parabel schneidet. 
Setzen wir daher d = o, um nur die Schnittebenen zu be- 
trachten, welche durch den Coordinatenanfangspunkt gehen, so 
drückt die Gleichung (16) analytisch einen Kegel zweiter Ord- 
nung 'aus, der von der Schnittebene berührt wird. 

Um die Bedeutung dieses Kegels für die gegebene Ober- 
fläche zu ermitteln, drücken wir den, dem Asymptotenkegel der 
Oberfläche parallelen, Kegel, dessen Spitze in dem Coordinaten- 
anfangspunkte liegt, in Punktcoordinaten durch die Gleichung aus: 



stellen wie folgt: 



a>(a, b, c) = 





(p{x. 


y, z) = 0. 


ion 


^{a. 


b, c) von (p\ 




«00» 


«Ol» «02» « 


1 


«10» 


«11» «12» ^ 


D 


«20» 


öjl, «22» C 




ö, 


b, CO 
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Deshalb ist, unter der Voraussetzung, dass ^ r:. o, die Glei- 
chung : 

0{a, b, c) = 0, 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung (16) die Gleichung des in 
Rede stehenden Kegels, ausgedrückt durch Ebenencoordinaten. 
Man hat daher den Satz: 

Alle Ebenen, welche parallel sind den Tangen- 
tenebenen des Asymptotenkegels einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, schneiden die Oberflache in Para- 
beln. 

Ausser den angegebenen Parabelschnitten einer Oberfläche- 
zweiter Ordnung giebt es keine. 



Wir werden in dem Folgenden das Problem der Bauptaxen 
eines Kegelschnittes auf einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung als die Frage nach den, von dem Coordinatenanfangspunkte 
ausgehenden, geraden Linien behandeln, welche den Hauptaxen 
des Kegelschnittes parallel sind, um nicht die Parabel von unse- 
rer Behandlungsweise ausschliesseu zu müssen. Wir werden das 
vorgelegte Problem rein algebraisch auffassen. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass (B) die Gleichung 
der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung und dass (4) die Glei- 
chung der, die Oberfläche schneidenden, Ebene sei. Wir neh^ 
men ferner an, dass die Gleichung (4) der Ebene in der Normal- 
form gegeben sei, wonach a, b, c die Cosinus der Winkel be- 
deuten, welche die Normale der Ebene mit den zum Grunde ge- 
legten Coordinatenaxen bildet, zwischen welchen Cosinus die Re- 
lation besteht: 

(17) ar+ 6«+ c« = 1. 

Dieses vorausgesetzt kommt das vorgelegte Problem der Haupt- 
axen des Kegelschnittes auf der gegebenen Oberfläche darauf 
hinaus : 
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Die Substitutionen zu bestimmen: 
X = aX + aY+ a'Z, 

(18) y = 6Z+ b'Y + b"Z, 
z = cX+ cY + c'Z, 

welche die Gleichungen: 

(19) x' + y'+z*^^. X*+ r+ Z", 

(20) . . . g>(a:, y , z) = Ao^ + ;, r + 1,^ ~ 2f*'j:F ~ 2f»"irZ 

zu identischen Gleichungen machen unter der Vor- 
aussetzung, dass a,b,c gegebene Grössen seien, zwi- 
schen welchen die Gleichnng besteht a* -f- 6* -f- c'=3 K 

Die Substitutionen (18) sind nämlich, weil sie die Gleichung 

(19) zu einer identischen machen, die Transformationsformeln 
für ein rechtwinkliges Coordinatensystem in ein anderes recht- 
winkliges Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte. Die 
FZEbene des neuen Coordinatensystemes ist parallel der, die 
Oberfläche schneidenden. Ebene, weil man durch Auflösung der 
Substitutionen (18) den Werth von X erhalt: X =: ax + by + cz. 
Deshalb stellt sich die Gleichung der Ebene (4) in dem neuen 
Coordinatensystem so dar: 

X + d = 0, 

Die Gleichung (20) dient zur Transformation der Gleichung (3) 
der gegebenen Oberfläche auf das neue Coordinatensystem und 
lässt erkennen, dass in der transformirten Gleichung (3) das mit 
YZ multiplicirte Glied ganz fehlt. Setzt man daher in der trans- 
formirten Gleichung (3) — d für X, um die Gleichung des Schnit- 
tes der Oberfläche in der senkrechten Protection auf die FZEbene 
zu erhalten, so fehlt auch in dieser Gleichung das mit YZ mul- 
tiplicirte Glied, welches eben der Beweis ist, dass die FAxe und 
die ZAxe des neuen Coordinatensystems den Hauptaxen der Schnitt- 
curve parallel gehen. 

Das vorgelegte Problem verlangt die Bestimmung von elf 
Grössen , nämlich der sechs nicht gegebenen Coefficienten in den 
Substitutionen (|8) und der fünf CoeflQcienten X^, A,, A„ ft', fi" 
in der Gleichung (20). Die Zahl der zu erfüllenden Bedingungen 
ist 12. Man erhält dieselben, wenn man in (lO) und (20) die i 



1 
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Substitutionen (i8) macht und die Coefficienten der Potenzen und 
Producte gleicher Variahein auf beiden Seiten der Gleichungen 
einander gleich setzt. Da von diesen zwölf Bedingungsgleicbun- 
gen jedoch eine, nämlich die Gleichung a* + 6* + c* = 1, der 
Voraussetzung nach schon erfüllt ist, so hat man gerade so viele 
Bedingungsgleichungen als Unbekannte. 

Nachdem wir uns auf diese Weise von der Lösbarkeit des 
Problemes überzeugt haben, gehen wir an die Bestimmung der 
genannten elf Unbekannten. 

Wir setzen zu diesem Zwecke X = l, T =^ o, Z = o, und 
erhalten aus (20) mit Rücksicht auf (18) den Werth der ersten 
Unbekannten : 

(21) ko = 9(«, ft, 4 

Um die übrigen zehn Unbekannten zu bestimmen, werden 
wir die Gleichungen benutzen: 

X = ax + by + cz, 

(22) Y= ax + b'y + c'z, 

= a X -Y y '\'C z, 

welche aus der Gleichung (i9) durch Differentiation nach den 
Variabein X, F, Z hervorgehen , und überdies noch die 6 Glei- 
chungen, welche die identische Gleichung (t9) bedingen: 

«t ^ ftt ^ ^f ^ ^ a'a'' + l/h"+cc" = 0, 

(23) ....«•+ ft'' + c'* = 1, a'a + h"h + c'c = o, 

a"* + 6"'+ c"* = I, aa + hh' -{• cc :^^ o. 

Durch Differentiation der durch die Substitutionen (18) iden- 
tischen Gleichung (20) nach der Vajiabeln Y erhalten wir: 

a(p\x) + h'(p{y) + cq>\z) = 2A, F - 2f*'jr 
oder : 

X (p{a) + y (p{b) + z (p[c) = 2 X, F — 2 ft'X 

Setzen wir in dieser Gleichung für F und X die Werlhe 
aus (22), und vergleichen hierauf beide Seiten der Gleichung mit 
einander, so ergiebt sich daraus das System Gleichungen: 
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tp[a) = 2A,fl' -— 20/*', 

(J4) (p{b') == 2A,d' - 2V, 

g)'(c) = 2il,c' — 2cft'. 

In gleicher Weise erhalten Wiv ein zweites System Gleichun- 
gen durch Differentiation der Gleichung (20) nach Z: 

^(ö ) = 2^2« — 2aft , 

(25) 9)'(0 = 2k^b'' — 2bfi\ 

(p\c) = 2Ajc" — 2cf*". 

Wir schliessen femer dem System Gleichungen (24) die letzte 
^Gleichung (23) und dem Systeme Gleichungen (25) die vorletzte 
Gleichung (23) an, wodurch wir zwei ganz analog gebildete Sy- 
steme Gleichungen erhalten, von welchen wir nur das eine Sy- 
stem weiter zu behandeln brauchen. 

Das erste von diesen Systemen Gleichungen lässt sich also 
darstellen : 

(«00 — ^l)«+«0l^' + «02^' + «/*== ^> 
«20«'+«2l^'+ («2i— ^l)«' + ^f*'= 0, 

aa + bb' + cc = o. 



(•26) . 



Es ist linear und homogen in Rücksicht auf die vier Unbekann- 
ten a, b\ c, fi, Eiiminirt man diese vier Unbekannten , und setzt 
k für Ai, so erhält man die Gleichung : 



(27) 



— A, ÖQj, «02, a 

C «11 ^» «12» * 

0» «21* «22 ^» ^ 

ft, C, 



Diese Gleichung ist quadratisch in A. Ihre Wurzeln sind die 
gesuchten Unbekannten A^ und A,. 

Wenn man diese Gleichung nach Potenzen und Producten 
der gegebenen Grössen a, b, c entwickelt, so wird man bemerken, 
dass die Coefücienten derselben negativ genommen gerade die 6 
in der zwanzigsten Vorlesung unter (12) aufgeführten Ausdrucke 
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sind. Adoptirt man daher hier die dort gebrauchte Bezeichnung, 
so stellt sich die Gleichung (27) auch so dar: 

(28) ^ooö'+^iift'+^2jC»+2^,j6c + 2-^20^« + 2^01«* = ö. 

Von dieser quadratischen Gleichung (27) oder (2d) hlingen 
die Hauptaxen des ebenen Schnittes der gegebenen Oherfläche 
zweiter Ordnung ab. Durch die Wurzeln derselben, die man 
festzustellen hat, lassen sich die noch übrigen Unbekannten des 
Problemes wie folgt ausdrücken. 

Setzt man, um von den Bezeichnungen (|2) der zwanzigsten 
Vorlesung Gebrauch zu machen, in den drei ersten Gleichungen 
(26) il für il|, indem man unter X die Wurzel k^ versteht und lö-, 
set die genannten drei Gleichungen nach a, h', c auf, so erhalt 
man folgende Werthe derselben, ausgedrückt durch die einzige 
Unbekannte /ia': 

ö' = — ;j (^00« + ^10^ + ^2o<^)' 
(29) ^' = - J Kl« + ^ti^ + ^21^). 

Setzt man in diese Gleichungen für k die andere Wurzel il,, 
so hat man a\ b\ c\ (i respective zu verändern in a", 6", c", f*". 

Es bleibt noch übrig die Werthe von /*' und ft" festzustel- 
len. Dazu dienen die Gleichungen: 

a'+ b'' + c' = 1, 

Denn setzt man in die erste von diesen Gleichungen die Werthe 

(29) ein, und in die zweite die aus ihnen durch Veränderung der 
ersten Wurzel A, in die zweite A, hervorgegangenen Werthe, so 
bestimmt die erste Gleichung den Werth von fi, die andere den 
Werth von (i\ 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung, "> von 
welchen die Hauptaxen eines ebenen Schnittes einer 
gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung abhängen, 
»ind reell. 
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Denn iivären sie imaginär, so könnten sie nur die Form ha- 
ben X^ z=z p + qi und Aj z=z p -^ qi. Von derselben Form 
würden aber auch die in dem Vorhergehenden festgestellten 
Werthe der Siü)stitutionscoefficienten a und a\ ebenso b' und 
ft", lyie c und c" sein. In dieser Form könnten sie jedoch nicht 
der vierten Gleichung (23) genügen: 

aa + ob +CC = o. 

Es ist wichtig zu wissen , dass durch reelle Coordinaten- 
transformation die Gleichung der senkrechten Projection der 
Schnittcurve auf die YZEhene sich auf die oben angedeutete 
Form zurückführen lässt, in welcher die Summe der Glieder 
zweiter Ordnung ist: 

(30) A,r«+ l^Z\ 

Von ihnen hängt nämlich die Natur der Curve ab. Sie ist eine 
Ellipse, wenn die Wurzeln Aj und X^ der quadratischen Gleichung 
(27) gleiche Vorzeichen haben. Sie ist eine Hyperbel, wenn die 
Wurzeln von entgegengesetzten Vorzeichen sind. Sie ist endlich 
eine Parabel, wenn eine der beiden Wurzeln verschwindet. 

Die quadratische Gleichung (27) dient daher zur Unterscheidung 
der drei Arten von ebenen Schnittcurven der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Die Schnittcurve ist eine Ellipse, wenn 
die nach Potenzen von k geordnete Gleichung (27) aus Gliedern 
besteht von gleichen Vorzeichen oder aus Gliedern von abwech- 
selnden Vorzeichen. Im entgegengesetzten Falle ist die Schnitt- 
curve eine Hyperbel. Die Bedingung für Parabelschnitte er- 
halten wir, da für sie eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(27) verschwindet, wenn wir in jener Gleichung k gleich o setzen, 
wodurch wir wieder auf die Bedingungsgleichung (16) zurück- 
kommen. 

Die quadratische Gleichung (27) ist unabhängig von der Ent- 
fernung — d der, die gegebene Oberfläche schneidenden, Ebene 
vom Coordinatenanfangspunkte. Es bleiben daher für alle paral- 
lelen Schnittebenen die beiden Glieder der zweiten Ordnung (30) 
ungeändert. Auch die Substitutienscoeffidenten sind unabhängig 
▼on der genannten Entfernung — d, wie aus ihren Wertben (^) 
zu ersehen ist Diese Bemerkungen geometrisch gefasst gebea 
den Satz: 
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Parallele Ebenen schneiden eine Oberfläche zwei- 
ter Ordnung in ähnlichen und ähnlich liegenden Ke- 
gelschnitten. 

Wir verstehen nämlich unter ähnlichen Kegelschnitten solche, 
deren Hauptaxen dasselbe Verhältniss haben, und unter ähnlich 
liegenden Kegelschnitten solche, deren Hauptaxen parallele Rich- 
tungen haben. 

Die Grenze zwischen den Eilipsenschnitten und Hyperbel- 
schnitten einer Oberfläche zweiter Ordnung bilden die Parabel- 
schnitte, welche den Tangentenebenen des Asymptotenkegels der 
Oberfläche parallel sind. Kann diese Grenze nicht erreicht wer- 
den, das ist, wenn der Asymptotenkegel imaginär ist, so hat die 
Oberfläche nur Schnitte derselben Art. Da der Asymptotenkegel 
des Ellipsoides imaginär ist, so wird das Ellipsoid von allen Ebe- 
nen nur in Ellipsen geschnitten. 

Das durchgeführte algebraische Problem lässt sich auch als 
eine Maximums- oder Minimums- Aufgabe ausdrücken wie folgt: 

Die Werthe der Variabein in der gegebenen ho 
mogenen Function zweiter Ordnung fp{x, y^ z) sa zu be- 
stimmen, dass der Werth dieser Function ein Maxi- 
mum oder Minimum werde, wenn die Variabein dea 
beiden Bedingungsgleichungen a:'+y* + 2*— l=o, 
«a: + 6y + C2 = genügen. 

Denn stellt man nach den bekannten Regeln der Differential 
rechnung die Gleichungen auf, welche das Problem lösen, so 
findet man gerade die Gleichungen (26) und die Gleichung 
a'* + &'• -f- c* = 1, wenn man mit a\ h\ c die Werthe der V»- 
riabeln bezeichnet, welche die gegebene Function zu eiaem Maxi- 
mum oder Minimum machen. 



Die Schnittcurve der Ebene (4) und der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung (3) wird ein Kreis, wenn die Coefficien- 
ten li , It in dem Ausdrucke (30) einander gleich sind. Man er- 
hält daher als Redingung für die Kreisschnitte, dass die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (27) einander gieieh sind. 
Auch diese Redingung ist unabhängig von dem Werthe von d in 
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jder Gleichung der, die gegebene Oberfläche schneidenden, Ebene. 
Deshalb werden alle parallelen Ebenen eine gegebene Oberfläche • 
zweiter Ordnung in Kreisen schneiden, wenn eine derselben die 
Oberfläche in einem Kreise schneidet, was schon aus dem vor- • 
angegangenen Satze folgt. 

Um afuf die Bedingung der Kreisschnitte einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung näher einzugehen, wollen wip an- 
nehmen, dass die nach Potenzen von k geordnete quadratiscfel^ * 
Gleichung (27) sei: * ^ 

(31) AI* - B'k + (f = 0. 

Die gesuchte Bedingung für (Yen Kr^schnitt der gegebenen 
Oberfläche ist dann: 

(32) . . : ^»- 4^^= 0. 

Da die Coordinaten a, b, c der Ebene (4) nur dieser einen, 
in Beziehung auf sie homogenen, Gleichung des vierten Grades 
zu genfigen brauchen, damit der Schnitt der Ebene «nd der 'ge- 
gebenen Oberfläche ein Kreis sei,' so könnte man daraus 
schli«ssen, dass durch einen gegebenen' Punkt unendlich viele * 
Ebenen gehen, welche die gegebene Oberfläche in Kreisen schi^ei- 
den. Allein, wie die eine Bedingung der GlA;hheit zweie^^ Wür- 
zein der quadratischen Gleichung, von welcher die Hauptaxen ei- 
nes Kegelschnittes in der Ebene abhängen, für den*Kreis sich, 
unter der Voraussetzung der Realität, in zwei» Bedingungen auf- 
löset, so lässt sich auch in ,4em vorliegenden Falle erwarten^ 
dass die eine Bedingung^ (32) zwei Bedingungen involvire, wo- 
durch die Zalü der Kreisschnitte eine beschränktere würde. 

Die Zerlegung des Ausdruckes B'* — ^ÄC in die Summe 
von Quadraten nach Analogie der vorhergehenden Vorlesung ist 
bisher nicht versucht worden, sie gäbe aber einen schätzenswer- . 
then Beitrag für die analytische Behandlung des Problemes der 
Kreisschnitte auf Oberflächen «weiter Ordnung. 

Wir werden im Folgenden der Untersuchung der Kreisschnitte * 
4er Oberflächen zweites Ordnung die in der zwanzigsten Vorlesung 
(1$)* (^^K ('3) hervorgehobenen einfachsten Glei^hungsformen der - 
Q|i^v^cben zwe|(er Ordnung zum Gruutle legen: 
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irc* + iiy* + A,«*'- 1 = 0. 

' (33) : A,y» + A,z« +«.r= o, 

A,«V+ vx +jJy= 0. 
Alsdann wird die quadratisiche Gleichung (27) : 
(34)-(i, -l){h- i)«* +*(*, - i) (io -^)8* + (i.-i) (i.^ i)c*= 0. 

• . 

imddah^r: 

• ^'==t a«+ 5«+ (•«, ^• 

*(35) . . . . . . ^'= (^1 + ^2)«'+ (^2 + ^«»- + (^0 + A,)«*, 

Cemponirt man au? diesen Ausdrücken die Gleichung (32) 
^* — ^Ä(f = , so erhält man die Bedingungsgleichung lör die 
Kr^jsschnitte: 

(36) ^a*+ ^6'+ 67*c*— 2»C5«c*— %CÄ(?a^— lABd^V^^ o. 

wenn man, um abzukürzen setzt: 

(37)*.. ..^•=A, — X„ JP = A,- lo, C=Xo- ^1. 

• Diese Gleichung gilt für jede der drei Gleichungsrormen^(33}, 

da man naiph Beheben eine oder auch jswei von den Grössen l^ Xx, 2| 
gleich^ setzen kauf. Sie zerfallt in die Factoren: 

. . [aYA + bj/B + cyc}{—ayA+byB^cyc) 

(38) . . .■ • 

x{ayA-^byB + cyq{äyA+ byB-cyq= 0, 

und kann nicht anders erfüllt • j^erden , als wenn ^ einer der 
Factoren gleich cbist. Lassen wir dahef. vorläufig die Vorzeichen, 
der Quadrätwurzelzeiciien unentschieden, so haben ^r nur die eine 
Bedingüngsgleichung : 

(39) . . . .* ; . . .. ayA+ bys +. cyG = 0. 

Diese eine Gl^chung zerfällt aber in zwei Bedingungsgleicjiun- 

gen, weil nach (37) ist: 

A + B + € z:= 0, 

und daher immer eine von den drei Grössen A, B, das entgegen- 

gesetztß Vorzeichen von den beiden andertn hat, wodurch ebea 

'das Imaginäre in die Gleichung (39) hineinkommt. Nehmen wir 

nun an, dass A und C von gleichem Vprzeic&en yien, gleichviiJ, 
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ob eine von den drei Grös$;en A^, A,, A, gleich o ist, so zerfallt 
die Gleichung (39) in die beiden Gleichungen : 

aJ/A + eye = 0, bl/B = 0, 

woraus sich mit Beräcksichtigung der Vorzeichen der Quadrat- 
^iirzelgrössen die Bedingiingsgleichungen filr die Kreisschnitte 
ergeben: 

N •■.•T = ±/5' '-"■ 

Sie beweisen, dass die Ebenen der Kreisschnitte .einer 
Oberfläche zweiter Ordnung parallel gehen der mitt- 
leren Hauptaxe der Oberfläche und dass sie mit je- 
der der beiden anderen Hauptaxen bestimmte gleiche 
Winkel bilden. 

Bie Bedingung, dass beide Richtungen der Kreisschnitte in 
eine zusammenfallen, ist entweder C= o oder A = ^, welches 
gerade die Bedingungen für eine Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung sind. Es fallen daher die beiden Richtungen der 
Kreisschnitte einer Oberfläche zw eiter Ordnung nur 
dann, in eine Richtung zusammen, wenn die Oberflä- 
che eine Rotationsoberfläche ist. 

Nehmen wir, um auch den dritten Fall (33) zu berücksichti- 
gen, an, das A^ = A, :r= o, so zerfällt die Gleichung (39) in die bei- 
den Gleichungen: 

a = 0, b = 0, 

woraus ersichtlich ist, dass die Ebenen der Kreisschnitte senk- 
recht stehen auf der zAxe der Oberfläche. Eine jede auf der 
zAxe senkrecht stehende Ebene schneidet aber diese Oberfläche 
in einer geraden Linie. Diese Thatsache widerstreitet jedoch un- 
seren Ansichten nicht, wonach wir eine gerade Linie auch als 
Kreis betrachten mit unendlich grossem Radius. 



Wir werden das Problem der Kreisschnitte einer Oberfläche 
zweiter Ordnung einer zweiten von dem Vorhergehenden unab- 
hängigen Behandlung unterwerfen, welche in grösserer Allgemein- 
heit die Abhängigkeit desselben von dem Problem der Hauptaxen 
der Oberfläche an den Tag -legen wird. 

Hesse, Analyt, Geomelr. 22 
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Es sei /"(a-, y, z, i) = o die Gleichung einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Hat diese Oberfläche einen Kreisschnitt, 
so kann man durch denselben eine Kugel K ^= o hindurchlegen, 
welche die Oberfläche noch in einem zweiten Kreise schneiden 
rauss. Denn da <lie beiden Oberflächen sich in einer, in einer 
Ebene liegenden , Curve , dem Kreise , schneiden , so schneiden sie 
sich nach den Auseinandersetzungen in der neunten Vorlesung 
noch in einer zweiten, in einer Ebene liegenden, ICurve und, 
da diese Curve auf der Kugel liegt , in einem zweiten Kreise. 

Die beiden Kreise liegen in einem Ebenenpaar A A^ == o, 
welches durch den Schnitt der gegebenen Oberfläche und der 
Kugel hindurchgeht. Man wird daher auf Grund der neunten 
Vorlesung zwei Factoren A und fi der Gestalt bestimmen können, 
dass man identisch hat: 

(41) f{x,y, z, 1) — lK = iiAA,. 

Umgekehrt, wenn sich die in diese Gleichung eingehenden 
unbestimmten Constanten so bestimmen lassen, dass die Gleichung 
eine identische wird, so wird das als Beweis dienen , dass die ge- 
gebene Oberfläche Kreisschnitte habe, und dass diese Kreis- 
schnitte in dem Ebenenpaare AAi=o Hegen. 

Der Ausdruck : 
(42) . . . . K=:{x - jy + {y -- Bf + {z - C)' ^ n^ 

enthält die zu bestimmenden Coordinaten A, ß, C des Mittelpunk- 
tes der Kugel K=o und den zu bestimmenden Radius Ä, also 
vier zu bestürmende Constanten. Das Product ^AA^ enthält 7 
zu bestimmende Constanten. Die identische Gleichung (4l) ent- 
liält dalier, da noch die Constante l hinzukommt, im Ganzen 12 
zu bestimmende Constanten. Sie löset sich aber nur in zehn 
ßedingungsgleichungen auf, welche die zwölf Constanten nicht 
vollständig bestimmen können. Man kann daher auf mehrfache 
Art die zwölf Constanten so bestimmen, dass sie der Gleichung 
(41) identisch genügen; weshalb die gegebene Oberfläche Kreis- 
schnitte haben wird. 

Um das Problejn der Kreisschnitte einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung als ein bestimmtes algebraisches Problem 
auszudrucken ,* wollen wir annehmen , dass die ganz constanten 
Glieder in A und ^, gleich o seien,. was darauf hinauskommt, 
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die Ebenen der Kreis.>chniUe durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehen zu lassen. Dadurch wird das Problem ein ganz bestimm- 
tes. Denn wir haben die 4 ^on der Kugel herrührenden Con- 
stanten, die 5 in fiJJt steckenden Constanten und die Con- 
, stante l, also gerade so viel zu bestimmende Constanten als Glei- 

! chungen. 

I 

I Die vier Constanten der Kugel gehen nur in die vier Glieder 

der ersten und Oteu Ordnung auf der linken Seite der Gleichung 
(41) ein. Diese vier Constanten reichen daher aus, um die vier 
Glieder verschwinden zu machen, da sie den entsprechenden Glie- 
dern des rechten Theiles der Gleichung, welche eben verschwin- 
den, gleich sein sollen. Da nun das Problem der Kreisschnilte 
weder den Mittelpunkt noch den Radius der erwähnten Kugel 
I verlangt, so können wir von den Gliedern der ersten und oten Ord- 

I nung in der identischen Gleichung (41) absehen, und, indem wir 

j nur die Glieder zweiter Ordnung im Auge behalten, auf Grund 

von (2) und (42) das Problem der Kreisschnitte einer gegebenen 
Oberfläche f{x, y, z, l) = o als ein ganz bestimmtes algebrai- 
sches Problem also ausdrücken: 

Die Constante k und die fünf in dem Product 
fiAAi steckenden Constanten der Art zu bestimmen, 
dass folgende Gleichung: 

(43) vix, y, z) - Hx' + y' + z*)=(iAA, 

eine identische Gleichung wird. 

Denn ^ ^, = o ist dann die Gleichung des durch den Coordina- 
tenanfangspunkt gehenden Ebenenpaares, welches die gegebene 
Oberfläche in Kreisen schneidet. 

Um dieses algebraische Problem zu lösen, dilferenziren wir 
die identische Gleichung (43) nach den Variabeln , wodurch wir 
die ebenfalls identischen Gleichungen erhalten: 

y»-2Aa: = ^^gl + ^^, g, 
N 9(y)~2Xy = ^^^ + M. ^' 



(p\z) — Uz = fiA^ + tiA, -^ 



dz • «^- ' dz 

22* 
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Wir setzen in diesen Gleichungen für die Variabeln x , y , z 
die Wertlie a, &, c derselben, welche den Gleichungen: 

zugleich genügen, also die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Schnittlinie der Ebenen ^ = o und A^ = o, wodurch 
wir erhalten : '/ % « , ^ 

(4j) (p\b) — 2A6 = o, 

q){c) — 2Ac ~- 0. 

Dieses sind dieselben Gleichungen, welche wir in (7) der 
zwanzigsten Vorlesung zur Bestimmung der Richtung der Haupt- 
axen aufgestellt haben. Aus ihnen geht durch Elimination .Ton 
«, 6, c die in Rücksicht auf A kubische Gleichung J = o her- 
vor, deren Wurzeln Aq , A, , X^ die Gleichung (43) zu einer identi- 
schen machen. Es entspricht daher einer jeden von diesen Wur- 
zeln ein Ebenenpaar fiAAi = o, welches einer der drei Haupt- 
axen der Oberfläche parallel ist und die Oberfläche in Kreisen 
schneidet. 

Statt eines Ebenenpaares wie vorhin haben wir jetzt drei 
Ebenenpaare für die Rreisschnitte der gegebenen Oberfläche, de- 
ren Gleichungen wir erhalten, wenn' wir in der Gleichung: 
(46) (p{x, y, z) — k{x' 4- y' + 2») = 

für l nach ekiander die drei Wurzeln Ay, A,, A, der kubischen- 
Gleichung J = o setzen. 

Von diesen drei Ebenenpaaren ist jedoch nur dasjenige reell, 
welches der mittleren Wurzel entspricht. Denn transformiren 
wir die beiden Glieder, woraus der linke Theil der angegebenen 
Gleichung zusammengesetzt ist, durch die Substitutionen (i) der 
zwanzigsten Vorlegung ii] (2) und (3) derselben Vorlesung, so 
stellt sich die Gleichung also dar: 

(47) -. . . (A„ - A)Z* -f (A, - A) r + (A, - A)Z» =^, 

deren linker Theil nur für den Wertli von A gleich der mittle- 
ren Wurzel Aq, A, , A^ gleich ist der Difl'erenz zweier Quadrate, 
während derselbe für die beiden anderen Wurzeln gleich ist der 
Summe zweier Quadrate. Deshalb ist das Ebenenpaar (46) im 
ersten Falle reell, im anderen Falle imaginär. 
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Achtondzwanzigste Vorlesung. 

Krümmungsradien der Normalschnitte und schie- 
fen ebenen Schnitte der Oberflächen. * 



Für eine in rechtwinkligen Coordinaten x, y gegebene Glei- 
chung irgend einer ebenen Curve: 

(l) u z= 

werden wir zur Erhaltung der Symmetrie in der folgenden Un- 
tersuchung der Krümmungsradien mit Einführung einer neuen 
unabhängigen Variabein i zwei Gleichungen substituiren : 

(2) ^ = /*W, y = 9>(0 

der Art, dass, wenn man die Werlhe von x und y aus (2) in 
(l) setzt, man eine in i identische Gleichung erhält. 

Die Function f[i) soll eine beliebig gewählte, aber nach der 
Wahl ein für alle Mal bestiunnte Function von t sein. Die Func- 
tion. 9) (/) erhält man dann, wenn man den Werth von x = f{t) 
in die Gleichung « == setzt, und dieselbe nach y auflöset. 

In dieser Voraussetzung erhält man aus (2) die Goordinaten 
X, y aller Punkte der gegebenen Curve (l), wenn man der un- 
abhängigen Variabein / alle möglichen Wertlie zuertheilt. Man 
erhält die Gleichung (l) der Curve selbst, wenn man / aus den 
beiden. Gleichungen (2) eliminirt. Diese Gleichung (l) wird eine 
in t identische Gleichung, wenn man sich die Werthe von x und y 
aus (2) in dieselbe substituirt denkt. In dieser ietzterji Hypothese 
kann man daher die Gleichung (l) so oft nach / differenziren, als 
man «will, und erhält dadurch immer wieder in Rücksicht auf t 
identische Gleichungen. 

Differenzirt man die gegebene, in t identische, Gleichung ein 
oder zwei Mal nach i, so dient die gegebene Gleichung als Defini- 
tion von y, die erste Diflerentialgleichung dient, um .^ = y', und 
die zweite Differentialgleichung, um y^ =^ y ^" bestimmen. 
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ßrtrachteii wir nun irgend einen Punkt p der gegebenen 
Curve (1) mit den Coordinaten: 

P) X, y, 

wie sie durch die Gleichungen (2) als Functionen des dem Punkte 
p entsprechenden Werthes von / gegeben sind, und setzen unter 
der Annahme, dass di eine verschwindend kleine Grosse sei, 
t -{- dl für / in die Gleichungen (2), so erhalten wir die Coor- 
dinaten eines zweiten dem Punkte p unendlich nahen Punktes q 
der Curve: 

q) ^ + xdi, y + ydL 

Die gerade Linie, welche beide Punkte mit einander ver- 
bindet: 

(3) {X—x)y- [Y^y)x = o 

ist die Tangente der Curve in dem Punkte p mit den varia- 
beln Coordinaten Ä, F. 

DiflTerenzirt man die Gleichung (i) nach l und setzt, um ab- 
zukürzen , o" = Wo» er =^= «'i, so erhält man die Mfferential- 
gleichung: 

(4) Wo^' + wy = 0, 

mittelst welcher man der Gleichung der Tangente (3) die Ge- 
stalt geben kann: 

(5) (^ - x)u, + (r - y)u, =^ o. 

Die Coordinaten x, y eines Punktes einer zweiten Curve: 

(6) e; = . 

kann man wieder als Functionen einer und derselben unabhängigen 
Vali'iabeln / darstellen wie folgt: 

(7) x^ m, y=^rp{t). 

Diese Curve geht durch den genannten Punkt p, wenn für 
den ihm entsprechenden Werth von t der Werth von y, in m = o, 
gleich ist dem Werthc von y in v = o. Sie geht überdies durch 
den Punkt </, wenn der Werth von y in (4) dem Werthc von y 
in der analogen Diirerenlialgleichung: 

(ß) v' + ^ly = ö 
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gleich ist. Denn die VVerthe von x und x fiir die beiden €ur- 
ven sind nacli (2) und (7) einander gleich. 

Zwei Curven berühren sich in der ersten Ordnung, 
wenn sie beide durch zwei uneiidlich nahe Punkte hindurchgehen. 
Die Bedingungen einer solchen Berührung sind demnach, dass 
die Werthe von y und y für den Berührungspunlit, aus der Glei- 
chung der einen Curve und aus ihrer Diflerentialgleichang in die 
Gleichung der anderen Curve und ihre DifTerentialgleichung ge- 
setzt, den Gleichungen genügen. Es haben daher zwei sich be- 
rührende Curven in dem Berührungspunkte dieselbe Tangente. 

Betrachten wir einen dritten Punkt r der Cui*ve u ^^ o, 
dem zweiten q unendlich nahe, dessen Coordinaten: 

r) X + ^xdl + x'df, y + "ly'dt + y'dt^ 

aus den Coordinaten des Punktes q dadurch hervorgehen, dass 
man t + dt setzt für t, so bemerken wir, dass zur Bestimmung 
derselben noch die Differentialgleichung zweiter Ordnung dei* ge- 
gebenen Curve M = o erforderlich ist: 

(9) Woo^'* + 2woi^'y + Wiiy'* + «0^" + wjy' = o, 

in welcher durch u^, Moi, «n die zweiten partiellen Differential- 
quotienten der Function u nach den Variabein x, y ausgedrückt 
sind. Soll nun die Curve v z=z o auch durch diesen Punkt gehen, 
so muss auch das y' aus der DifTerentialgleichung zweiter Ord- 
nung: 
(10) v^x^ -f. 2t?„,arV + t;,,y * + v^x' + v^y' = o 

dieser Curve dem y" aus der vorhergehenden Differentialgleichung 
für den Berührungspunkt p gleich sein. 

Man sagt, zwei Curven berühren sich in der zwei- 
ten Ordnung , wenn sie beide durch drei unendlich nahe Punkte 
hindurchgehen. Man erhält demnach die drei Bedingungen für eine 
Berührung zweier Curven in der zweiten Ordnung, wenn man aus 
der Gleichung der einen Curve und ilu'en beiden Differentialglei- 
chungen die Werthe von y, y\ y" in die Gleichung der anderen 
Curve und in ihre beiden Differentialgleichungen setzt. 

Ist die zweite , die erste Curve w := o in der zweiten Ordnung 
berührende, Curve ein Kreis: 

(n) [x^ af + (o: - 6)« — . r' = 0, 
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so iieiiiit man (It'ii Kreis Kru iiimungskreis, den durch die Coor- 
dinaten a, b bestimmten Mittelpunkt den KrAmmungsmittelpunkt 
und den Hadtiis r desselben den Krümmungsradius für denjenigen 
Punkt der Gurve u = o, in ^^elchem die Berührung zweiter Ord- 
nung statt hat. 

Die Bedingtmgen für len Krümmungskreis sind demnach fol- 
gende drei Gleichungen: 

(12) (a: — a)x+ (y — b)y = o, 

X* + y^ + {x — a)x' + (y — *)y"= o , 

in welchen man sich für y, y\ y" die Werthe substituirt denken 
muss, wie sie sich aus der Gleichung der Gurve (l) u = o und 
ihren beiden Differentialgleichungen (4) und (9) ergeben. Die 
beiden letzten von den Gleichungen (12) bestimmen die Goordina- 
ien a, b des Krümmungsmittelpunktes , die erste Gleichung den 
Krümmungsradius. 

Um den Krümmungsmittelpunkt der Gurve u = o für einen 
gegebenen Punkt p derselben in anderer Weise festzustellen, be- 
merken viir, dass die Gleichung der Normale der Gurve in dem 
Punkte p, das heisst der geraden Linie, welche in diesem Punkte 
auf der Tangente (3) senkrecht steht, ist: 

{x — a)x + [y — b)y = o, 

wenn wir mit a, 6 die variabeln Goordinaten der Punkte der 
Normale bezeichnen. 

Setzen wir in dieser Gleichung x + xdi, y + ydt respective 
für cT, y, so erhalten wir die Gleichung <ler im Punkte q errich- 
teten Normale der Gurve u = o: 

|(a;_ö)a:'-f (y-^6)y'} + {a:'^+y^+ {x^a)x+{y-b)y'}dt=o, 

und daher die Goordinaten a, b des Schnittpunktes beider Norma- 
len aus den Gleichungen: 

[x — a)x + {y — b)y = o, 

^'' + y * + {x — ö)^' + (y — b)y" = 0. 

Da diese Gleichungen aber gerade die beiden letzten Glei- 
chungen (12) sind, welche dort die Goordinaten des Krümniungs- 
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mittelpttnktes bestimmten, so sehen wir, dass zwei auf einan- 
der folgende, unendlich nahe Normalen einer Curve 
sich in dem Mittelpunkte des Krummungskreises 
schneiden, der die Curve indenFusspunkten der Nor- 
malen in der zweiten Ordnung berährt. 

Wir werden uns dieses Satzes bedienen, um den Krümmungs- 
mittelpunkt und den Krümmungsradius eines Normalschnittes einer 
gegebenen Oberfläche zu bestimmen. 

Es sei die in rechtwinkligen Coordinaten x, y, z gegebene 
Gleichung irgend einer Oberfläche: 

(13) M = 0, 

und die Coordinaten eines beliebig angenommenen Punktes p 
auf derselben: 

p) ic, y, z. 

Alsdann weiss man nach den Auseinandersetzungen im Anfange 
der dreiundzwanzigsten Vorlesung, dass die Cosinus der Winkel, 
welche die Normale der Oberfläche in dem Punkte p mit den 
Coordinatenaxen bildet, sich verhaltKu wie die partiellen Dtfle- 
rentialquotienten der Function u nach den Variabein x, y, z ge» 
nommen, also wie: 

tio : Wi : «,. 

Sind nun die Coordinaten äines variabelii Punktes P auf der Nor- 
male der Oberfläche in dem Punkte p: 

P) «, b, c, 

,so hat man die Gleichungen der Normale mit dem vafiabeln Fac- 
tor (i: 

X — a ==: IAUq, 

(14) y — h z=i fiUi, 

Z — C == (lU^. 

Eine Ebene ^ = o beliebig durch diese Normale gelegt, schnei- 
det die gegebene Oberfläche m == o in einem Nornialschnitte 
des Punkte^ p auf ihr. Der Normalschnitt der Oberfläche ist da- 
her gegeben durch die beiden Gleichungen: 

(15) II = 0, ^ == 0. 
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Diese beiden Gleichungen ersetzen wir zur Aufrechthaltung 
der Symmetrie durch drei Gleichungen röit der euien unabhängigen 
Variabein t: 

(16) .'*^ = AW» t/ = 9>(t), z = ii>{t), 

indem wir die Function x -= f{l) beliebig wählen, die beiden an- 
deren aber y = g)(^), z'=jp[i) uns, nach Substitution von oc=f{i) 
in die Gleichungen (15) gesetzt, aus ihnen berechnet vorstellen. 

Dieses vorausgesetzt, sind nun die Coordinateu eines dem 
Punkte p unendlich nahen Punktes^ auf dem Normalschnitt: 

q) , . , cc + xdt, y + ydt, z + zdt, 
und demnach : 

(17) [x — a)x + [y — b)y + {z — c)z = 

die Gleichung der Ebene , w eiche im Punkte p senkrecht, steht 
auf der Verbindungslinie pq der beiden Punkte p und q, das ist 
der Normalebene des Normalschniltes nm Punkte p. In ihr liegt 
die Normale (14) der Oberfläche, weil sie ebenfalls eine Normal- 
ebene der Oberfläche im Punkte p ist; was auch daraus erhellet, 
dass sich die Gleichung (17)» zusammensetzen lässt aus den Glei- 
chungen (14) der Normale, da man durch Diflerentiation der in 
/ identischen Gleichung u z.~ hat: 

(18) u^x + u^y + u^z = 0. 

Die Gleichung der Normalebene (|7) des Normalschnittes (15) 
geht über in die Gleichung der Normalebene desselben Normal- 
schnittes im Punkte q, wenn man setzt t + dl für t: 

{x+x'dt-^a){x+x'dt)My+ydl-b)iy+y'dl)+iz+^^ 

und wenn man entwickelt mit Vernachlässigung der zweiten Po- 
tenz von dl, ifl: 

{{^-a)x+{y-b)y+{z-c)z} 

(19) 

+ {^'' + /*+ z'+{x-a)x''+{y-b)y'+{^-c)z'}dl=^o. 

Sowohl in der Ebene (|7) als in der Ebene (19) liegt der Krum- 
mungsmittelpunkt des Normalschnittes. Denn die beiden Ebenen 
schneiden die Ebene des Normalschniltes in zwei geraden Linien, 
weiche zwei auf einander folgende unendlich nahe Normalen des 
NormalschnUtes sind. Zieht man daher die Gleichung (17) von 



Krümmungsradien d.NürmalscIiuille u.schiefen elißnou Schnitte d.Oberfl. 347 

der Gleichung (I9) ab, so erhält man die Gleichung einer 
Ebene: 

(20) x^ + y' + /• +{x — a) X + (y — h)y" + (^ - c) z = o, 

welche ebenfalls durch den KrüriSmungsmittelpunkt des Normal- 
schnittes geht. 

Wir haben nun die Ebene (20) und die Normale (14) der 
Oberfläche, welche beide durch den Krümmungsmittelpunk l des 
Normalschnittes gehen. Der Schnittpunkt beider wird der Krüm- 
mungsmittelpunkt des Normalschnittes sein. Um ihn zu bestim- 
men hat man seine Coordinaten a, b, c zugleich mit dem Werthe 
von fi aus den vier Gleichungen (20) und (I4) zu berechnen.. 

Subslituiren vdr zu diesem Zwecke (14) in (20), so erhal- 
ten wir: 

fl = ff — i 77—, TT» 

und wenn wir diesen Werth von (i substituiren in (14), so geben 
jene Gleidmngen die Coordinaten a, 6, c des Mittelpunktes der 
Krümmung des Normalschnittes. 

Dem angegebenen Werthe von u werden wir jedoch eine 
andere, leichter aufzufassende Gestalt geben mit Zuziehung der 
Gleichung, welche wir durch zweimalige Differentiation der in / 
identischen Gleichung u= o erhalten. Bezeichnen wir zu diesem 
Zwecke mit Wqo, «oi »",,,.. . die zweiten partiellen Differential- 
quotienten der Function u nach den Variabein x, y, z genommen, 
und, um weiter abzukürzen, mit g){x\ y, z) den Ausdruck: 

(21) fp[cc, y\ z)=zu^x^+ Uiiy^+ w,j2''+ 2Uityz+2tt^o^'x'+2u^txy, 

so erhalten wir durch zweimalige Differentiation der Gleidmng 
M = nach /: 

(22) (p{x\ y\ z) + u^'' + u^y' + u^z' = o, 

und daher den Werth von (i: 

als einen Ausdruck der Coordinaten xdt, ydl, zdi des Punk- 
tes q in dem rechtwinkligen parallelen Coordiuatensystem , des- 
sen Ursprung im Punkte p liegt. Bezeichnen wir daher mit 
a, /3, y die Cosinus d^r Winkel^ welche, die Tangente pq des 
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Normalschiiittes ün Punkte p mit den Coordinatenaxen bildet, so 
haben wir: 

(23) |tt ^^ -r\—\' 

Setzen wir diesen Werth von jx in (14) ein, quadriren die 
einzelnen Gleichungen und addiren sie, so erhalten wir das Qua- 
drat des Krümmungsradius r des Normalschnittes und daraus: 

(24) ,==nv±i^±v). 

Dtese 'Formel giebt die Krümmungsradien sämmtlicher Nor- 
malschnitte der gegebenen Oberfläche «r = o in dein Punkte p 
derselben, wenn die Tang.ente pg in der Tangentenebene der 
Oberfläche sich um den Punkt p beliebig dreht. 

Um eine Vorstellung zu bekommen von dem Wachsen und 
Abnehmen der Krümmungsradien der verschiedenen Normal- 
schnitte der Oberfläche in dem Punkte p tragen wir die Quadrat- 
wurzel des Knimnmngsradius als gerade Linie auf die Tangente 
des Normalschnittes vom Punkte p aus auf. Der Endpunkt g, der 
geraden Linie habe in dem rechtwinkligen Coordinatensystem 
mit dem Ursprung p die Coordinaten o:,, yi, Z|. Alsdann ist: 

*" "- ^* p— ^* ^— rr' 

Setzen wir diese Werthe von a, ß, y in die Gleichung (24), 
so erhalten wir: 

(25) ^[Xi,y\> 2i) — KW + Wl* + W2*) = o, 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung mit dem Mittel- 
punkte p, auf welcher der Punkt q^ liegt. Da aber der Punkt q^ 
überdies noch in der Tangentenebene der Oberfläche u = o liegt, 
so hat man ferner: 

(26) Wo^i + M,yi + Wj^i = 0, 

die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Oberfläche (25) 
gehenden Ebene. Der Schnitt dieser Ebene (26) und der Ober- 
fläche zweiter Ordnung (25), ein Kegelschnitt, ist der geometri- 
sche Ort des Punktes q^. 

Man braucht daher nur die Halbmesser dieses Kegelschnittes 
zu kennen, um die Krümmungsradien der Normalschnitte der 
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gegebenen Oberfläche u = o zu bestimmen. Denn die Quadrate 
der Halbmesser sind eben die Längen der Krümmungsradien der 
Normalschnitte, für welche die Halbmesser Tangenten sind. 

Di€se Bemerkung kann dazu dienen, Sätze über Halbmesser 
eines Kegelschnittes in Sätze über Krümmungsradien der Normal- 
schnitte einer Oberfläche in einem gegeb.enen Punkte derselben 
zu übertragen. 

So wissen wir zum Beispiel aus der fünfundzwanzigsten Vor- 
lesung, ,,dass die Summe der reciproken Quadrate zweier auf 
einander sankrecht stehenden Halbmesser eines Kegelschnittes 
eine constante Grösse ist'S woraus unmittelbar der Satz hervor- 
geht: 

Die Summe der reciproken Krümmungsradien 
zweier auf einander in einem gegebenen Punkte einer 
Oberfläche senkrecht stehenden Normalschnitte ist 
eine constante Grösse. 

Denken wir uns ferner den durch (26) und (26) gegebenen 
Kegelschnitt auf die Hauptaxen desselben bezogen : 

7- + F - ' = ^' 

SO bezeichnen r^ und Tj die Krümmungsradien derjenigen Nor- 
malschnitte, deren Tangenten in die Hauptaxen des Kegelschnit- 
tes fallen. Ist nun r der Krümmungsradius irgend eines ande- 
ren Normalschnittes, der mit den genannten beiden auf einander 
senkrecht stehenden Normalschnitten die Winkel a und ß bildet, 
so ist der diesem Krümmungsradius entsprechende Halbmesser 
des Kegelschnittes gleich J/r, und daher die senkrechten Pro- 
jectionen des im Punkte x, y des Kegelschnittes endigenden Halb- 
messers auf die Hauptaxen des Kegelschnittes: 

a: = j/r . cos a , y = ^r . cos ß. 

Setzen wir aber diese Werthe von x und y in die Gleichung des 
Kegelschnittes, so erhatten wir die Relation von Euler zwischen 
den drei Krümmungsradien der Normalschnitte der Oberfläche: 

/fiWTX cos*a , cos^Ä 1 

(27) H = 0. 

Wir werden jetzt den Krümmungsmittelpunkt und den Krüm- 
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mungsradius eines schiefen aber ebenen , durch den Punkt p ge- 
henden , Schnittes der Oberflaclie u = o hestimmen. 

Wir können , ohne den schiefen Schnitt zu beschränken, 
annehmen, dass derselbe durch den vorhin bezeichneten Punkt ^ 
gehe. Denn der Normalschnitt der Oberfläche lässt sich um die 
Normale der Oberfläche so drehen, dass der Punkt q desselben 
in den schiefen Schnitt fallt. Wir bringen diese beiden Schnitte 
der Oberfläche mit einander in Verbindung, um den Krümmungs- 
radius des einen durch den anderen auszudrücken. 

Wenn nun ^, = o die Gleichung der , die Oberfläche u = o 
in schiefer Richtung schneidenden. Ebene ist, so haben mr für 
den schiefen Schnitt die Gleichungen: 

(28) . w = , ^, = , 

^üelclie wir uns durch drei Gleichungen von der Form (16) mit 
der unabhängigen Variabein / der Art ersetzt denken, dass durch 
Substitution der Werthe von x, y, z in die beiden Gleichungen 

(28) diesen Gleichungen identisch in / genügt wird. 

Die Normalebene des Normalschnittes im Punkte p: 

(29) . . . . (x — a)x + {y — h)y + [z — c)z = o 

ist zugleich die Normalebene des schiefen Schnittes in demsel- 
ben Punkte, weil die gerade Linie pq gemeinschaftliche Tan- 
gente ist. 

Aus der angegebenen Gleichung der Normalebene (29) des 
schiefen Schnittes im Punkte p erhalten wir die Gleichung der 
Normalebene desselben Schnittes im Punkte q, wenn wir für / 
setzen l -{-dl, wodurch die Gleichung übergeht in: 

{[x—a)x +[y — h)y + iz — c)z} 

(30) . . . 

+ {x'+y^'\-z^+ [x—a)x'+{x—h)y'+[z~c)z') dt =10. 

Beide Normalebenen gehen durch den Krümmungsmittel- 
punkl des schiefen Schnittes, weil sie <lie Ebene des schiefen 
Schnittes in zwei unendlich nahen auf einander folgenden Nor- 
malen schneiden. Die Diff'erenz beider Gleichungen: 

(31) . . . x'+y'+ z'+ [x - a)x'+ (t/- b)y"+{z — c)z" = o 
ist daher die Gleichung einer Ebene, welche durch den Krüm- 
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mungsmittelputfkt des schiefen Schnittes geht, ihr haben deshalb 
die Coordinaten a, b, c des Krümmungsmitteipunktes jenes Schnittes 
zu genügen. 

Wenn wir mit A, B, C die Cosinus der Winkel bezeichnen, wel- 
che die im Punkte p in der Ehene des schiefen Schnittes liegende 
Normale dieses Schnittes mit den Coorditatenaxen bildet, so ha- 
ben wir die Gleichungen der Normale: ^ .• 

X — a z= qA, 

(3-2) y ^ b = qB, • 

z — c = qC. • 

Da auf ihr der gesuchte Krummungsmittelpunkt liegt, so haben 
wir aus den vier Gleichungen (31) und (32) die Werthe von 
ttyb, cl Q, die Coordinaten des Krümmungsmitteipunktes und den 
Krümmungsradius des schiefen Schnittes, zu berechnen. 

Die Substitutionen von (32) in (31) geben den gesuchten Werth 
des Krümmungsradius : 

Um diesen Ausdruck weiter zu transformiren, wollen wir äh- 
nehmen , dass die Gleichung Ai= o der Schnittebene in der 
Normalform gegeben sei: A^ = a^x + /3,y + y,z — ^, ^~ o. Als- 
dann haben wir folgende drei Gleichungen: 

t 
Ax + By + Cz = 0, 

u^' + u^y + u^z =0, 

welche der Reihe nach ausdrücken , dass die Tangente des schiefen 
Schnittes im Punkte p senkrecht steht auf der Normale (32), auf der 
Normale der Oberfläche und auf der Normale der die Oberfläche 
schneidenden Ebene ^, = o. Da alle drei Gleichungen zugleich 
stattfinden , so lassen sich zwei Factoren m und n bestimmen der 
Gestalt, dass man hat: 

A = mMg+na,, 

B= mUi+nßi, 
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^ S4»tzefi Wir iliese Werthe von A, B, C in den anf^egebenen Aus- 
flnick des Krümmungsradius g ein , und bemerken , dass man bat ; 

welcbe Gleichung aus der in i identischen Gleichung : 

At = a^x+ ß,y + yiZ —6^=0 
durch zweimalige Differentiation gewonnen wird, so erhalten mr: 

• ^'« + y' + ^'« 

9 — 7 w — i ~' — i 'TT' 

TO(iioa: + tt,.y + «,z ) 

oder mit l^ücksicht auf (22): 

Q =^ 7-7 7 TT-» 

^ 1119(0?, y, 2) 

oder endlich mit Rücksicbt auf (23) und der ihr vorhergehenden 

Gleichimg: 

1 

9 ~ 



mtpia, j3, y) 



Es bleibt n^pb übrig, den Werth von m in dieser Gleichung 
zu bestimmen. Zu diesem Zwecke multiplicircn wir obige drei Glei- 
chungen, in welche die Factoren m und n eingeführt wurden, re- 
spective mit A, B, C und addiren, wobei der Factor von n ver- 
scffvi'indet, und erhalten: 

I = m{uoA + UiB + M,C). 

Da aber der cos {rg) des Winkels, den der Krümmungsradius r mit 
dem Krümmungsradius g bildet* ist: 

cos (ro) = »^-^ + "i^+"«g 

so h^ben wir: 

Setzen wir endlich diesen Werth für — in den zuletzt angege- 
benen Werth des Krümmungsradius g und vergleichen letzteren 
mit (24), so erhalten wir: 

(33) ^ = r cos {rg). 

Da nun der Neigungswinkel der beiden Krümmungsradien zu- 
gleich der Neigungswinkel der Ebene des Normalschnittes und der 
Ebene des schiefen Schnittes ist, so drückt die Gleichung (33) den 
Satz aus: 
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Die senkrechte Projection des Krümmungsmittel- 
punkles eines Normalschnittes in einem gegebenen 
Punkte einer Oberfläche auf einen schiefen Schnitt 
der Oberfläche, der dieselbe Tangente in dem gege-^ 
benen Punkte hat als der Normalschnitt^ ist der Kram- 
mungsmittelpunkt des schiefen Schnittes. 



Neunundzwanzigste Vorlesung. 
Krümmungscurven der Oberflächen. 



Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Quadrat- 
wurzel aus dem Krümmungsradius eines beliebigen Normalschnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche w = o in einem gegebenen Punkte 
p derselben als denjenigen Halbmesser des durch die Gleichun- 
gen (25) und (26): 

(0 <jp(^, y. z) — V[< + wi* + w,»j -- 0, 

(2) ....*... . Uffic + Mjy + 1^^ = 

gegebenen Regelschnittes dargestellt ,, der den NormaUchnitt in 
dem gegebenen Punkte p berührt. Diese Darstellungsweise haben 
wir dazu benutzt, um Sätze über Halbmesser eines Kegelsdintt^ 
tes auf Krümmungsradien der Normalschnitte einer Oberlläcbe 
in einem gegebenen Punkte derselben zu übertragen. Der be- 
deutendste Satz über die Halbmesser eines Kegelschnittes ist ^pr, 
„dass die Mauma oder Minima der Halbmesser eines Kegelschnit- 
tes die halben Hauptaxen desselben sind und dass diese auf ein- 
ander senkrecht stehen." Uebertragen wir diesen Satz nach dem 
angegebenen Prinzipe auf die Krümmungsradien der Normalschnitte, 
so geht daraus der Satz hervor: 

Die Normalschnitte einer Oberfläche in einem 
gegebenen Punkte derselben, deren Krümmungsra- 
dien Maxima oder Minima sind, stehen auf einander 
senkrecht. 

Hesse, Analyl. Geoinelr. 23 
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Wir werden diesen, in der Theorie der Oberflächen wichtig- 
sten, Satz no<h besonders beweisen mit, Hülfe der Regeln für die 
Ilerieitung der Maxinm und Minima der Functionen, wie sie die 
•Differentialrechnung lehrt. 

Zu diesem Zwecke suchen wir das Maximum oder Minimum 
des in d^r vorhergehenden Vorlesung in (24) ausgedruckten Krüm- 
mungsradius r des Normalschnittes: 

Da der Zähler dieses Ausdruckes eine Gonstante ist, die nur 
abhängt von der Lage des unveränderlichen Punktes p auf der 
gegebenen Oberfläche, so wird r ein Maximum oder Minimum 
nur wenn q> [et, ß, y) ein Minimum oder Maximum wird. Es han- 
delt sich also darum, die Function (p (a, §, y) der variabeln Cosi- 
nus a, ß, y der Tangente des Normalschnittes zu einem Minimum 
oder Maximum zu machen, während zwischen den genannten 
Cosinus die beiden Bedingungsgleichungen bestehen: 

(4) a« + j3» + y« - 1 = , 

(5) Wo« + w,j3 + w,y = 0. 

Um diese Aufgabe zu lösen, schreibt die Difl'erentialrechnung 
vor, aus der gegebenen Function und aus den, respective mit — \ 
und 2/14 multiplicirten , linken Theilen der beiden Bedingungsglei- 
chungen den Ausdruck zu bilden: 

(6) q>[a,ß, y) - A(a» + |3* + y» - j) + 2|ti(«„« + u,ß + «,y), 

und das Mininnmk oder Maximum dieses Ausdruckes so zu be- 
stimmen , als ob sow oh! a, ß, y als auch X und yi von einander 
unabhängige Variable wären. Die Werthe der Variabein, welche 
die componirte Function (6) zu einem Minimum oder Maximum 
machen , machen dann aucli die Function ^) (a, ß, y) unter den 
Bedingungen (4) inid (5) zu eiuem Minimum oder Maxhnum. 

Setzen wir nun, um das Minimum oder Maximum der Func- 
tion (6) nach den bekaimten Regeln festzustellen, die partiellen 
Diirerentialqnotienten der Function (6) nach den 6 Variabein ge- 
nommen gleich f*. so erbalren wir die (Jieichnngen: 



(7) 
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qp'(a) — 2Xa + 2^Mo = o, 

(p\ß) - nß + 2fiw, = 0, 

gp'(y) — 2Ay + 2fiW2 =-t:= o, 

u^a + uß + u^y = o. 
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und die Gleichung (4), welche zur Bestimmung der Werlhe der 
5 Variabein dienen. 

Entwickeln wir das in Beziehung auf die Unhekannten a, j3, y, ^ 
lineare homogene System Gleichungen (7) : 



(8).. 



("00 — ^)« + w«ii^ + ^Q%7 + «*of* = 0, 

Wjo« + {Um — X)ß + w„y + w,/it = o, 

Wo« + ^tß + w,y = o, 



und ehminiren die genannten Unhekannten, so erhalten wir die 
in X quadratische Gleichung: 



(9) 



Woo — ^ , 



«0, 



t/,, — A, 



Wlt, 


"1 


Mj, — A, 


«f 


««. 






= 0, 



welche den Beweis liefert, dass die Krümmungsradien der Nor- 
malschnitte zwei Maxima oder Minima hahen. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung drucken sich nun so- 
gleich die Maxuna oder Minima der Krümmungsradien der Nor- 
malschnitte aus. Denn multipliciren wir die drei ersten Gleichun- 
gen (7) respective mit or, ß, y und addiren , so erhalten wir mit 
Rücksicht auf die letzte Gh'ichung: 

(p(a,ß,y) — A = o, 

und daher aus (8) das Maximum oder Minimum des Krümmungs- 
radius: 

^ _ y(n,' + u,^ + u,^) . 
k 



(10) 



Hat man den Wertli einer Wurzel k (k^r quadratischen Glei- 
chung (9) ermittelt und damit zugleich das Maximum oder MiHi- 

23* 



356 Neunundzwauzigsle Vorlesung. 

mum des Krniiimniigsradius (lu) bestimmt, so erhält man aus den 
drei ersten Gleiclmngeii (8) in linearer Weise die Verhältnisse 
— , — , — der Cosinus der Winkel, welche die Tangente des, dem 
Maximum oder Minimum des Krümnmiigsradius entsprechenden, 
Normalschnittes mit den Coordinatenaxen bildet, und die Glei- 
chung (4) giebt die Cosinus selbst. 

Um die Lage der beiden Normalschnitte zu einander, welche 
dem Maximum oder Minimum des Krümmungsradius entsprechen, 
zu ermitteln, wollen wir annehmen, dass Xj und Aj die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (9) seien. Der ersten Wurzel mögen 
die Werthe «i , j^j , yi , 1^*1 , der zweiten die Werthe cc^, ßt,yi,tit 
von a,j3,y,/it entsprechen, welche deshalb in (7) eingesetzt die- 
sen Gleichungen genügen: 

9?'(a,) — 2^,«, -f- 2/tiiWo = 0, q){ct^ — 2A,«f, + 2|ii,Mo = »» 
q)\ß,) — 2X,/3, + 2/[t,M, = 0, 9?'(ft) - 2A,/3, + ^^Uy^ = 0, 
qp'(yi) — 2A,y, + 2^iW2 = 0, 9?'(yg) — 2^^^, -j- 2^8«/, = 0, 

«0«! + W,i3, + «27, :r.^ 0, U^ti^ + M,/3j -f M,y, = 0. 

Miülipliciren wir nun die drei ersten Gleichungen des ersten 
Systemes respective mit a^, ß^, y^ und addiren , multipliciren wir 
ferner die drei ersten Gleichungen des zweiten Systemes respec- 
tive mit «1 , j3, , y, und addiren , so erhalten wir mit Rücksicht 
auf die unbenutzt gelassenen Gleichungen: 

^r^>\^^ + ßt^>\ß^) + yt^>\y^ = 2X,(a,«, + fti^. + y,y,). 

Zielieu wir endlich diese beiden Gleichungen, deren linke Theile 
einander gleich sind, von einander ab, so erhalten wir: 

= [K-K) («,«^. + ftft + y^y^ 

Da nun der erste Factor des rechten Theiles dieser Gleichung 
nicht verschwinden kann, weil A, und >l, verschiedene Wurzeln 
der (Quadratischen Gleichung (9) sind, so hat man die Gleichung: 

(»•-i) ^,K + ßA + y.y* = «• 

Aus der geometrischen Interpretation dieser Gleichung geht 
eben der ol>en angeführte Satz hervor. 
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Die Normalschnitte einer Oberfläche in einem gfegebenen 
Punkte derselben, deren Krünmuingsradieu Maxiraa oder Minima 
sind, nennt man Haupt schnitte der Oberfläche in dem gege- 
benen Punkte. Auf Grund dieser Definition lässt sich der ange- 
gebene Satz auch so ausdrücken: 

Die Hauptschnitte einer Oberfläche in einem ge- 
gebenen Punkte derselben stehen auf einander senk- 
recht. 

Aus den Bedingungsgleichungen (7) für die Cosinus a,/3,y 
der Winkel, welche die Tangenten der Hauptschnitte mit den 
Coordinatenaxen bilden, gehen durch Elimination von X und fi die 
Gleichungen hervor: 

Wo» «t» «« 
(13) «, ßr y =0, 

(14) Wo« + «i/5 + Mjy = 0, 

welchen jene Cosinus ebenfalls genügen müssen. 

Die erste von diesen Gleichungen stellt, wenn man ci,ß,y 
als die Coordinaten eines Punktes betrachtet in einem Goordina- 
tensystem, dessen Anfangspunkt der Punkt p ist, eiaan Kegel 
zweiter Ordnung dar mit der Spitze in p, in welchem die Tan- 
genten der Hauptschnitte liegen. Die zweite Gleichung ist die 
Gleidiung .der Tangentenebene der Oberfläche im Punkte p. Es 
schneidet daher die Ebene den Kegel in den beiden auf einander 
senkrecht stehenden Tangenten der Hauptschnitte in dem Punkte p,. 

Auf diese Bemerkung gestützt werden wir nun die Bedin- 
gungen für eine Curve auf der gegebenen Oberfläche u = o ent- 
wickeln, deren Tangenten sämmtlich Tangenten der Hauptschuitte 
der. Oberfläche sind. 

Es sei p irgend ein Punkt dieser Curve, dessen Coordinaten : 

p) . , , X, y, z 

wi? als zu bestimmende Functionen der einzigen unabhängigen 
Variabein i betrachten. Die Coordinaten eines diesem Punkte un- 
endlich iTahcn Punktes q auf der Curve seien in dieser Vorausse- 
tzung: - ' 

q) ^ . . 00 + xdt, y + ydt, z -f zdt. 
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Die Differenzen: 

dx ^= xdl, dy = y'dl, dz = zdt 

sind dann die Coordinaten des Punktes q in einem (kiordinalen- 
system, dessen Ursprung im Punkte p liegt. Da nun dieser Punkt 
auf der Tangente des Hauplschnittes im IHuikte p liegen soll, so 
muss die Gleichung (i;V erfüllt werden, wenn man in ihr ffir 
a, ß,y setzt dx, dy ,dz. Man hat daher die Differentialgleichung: 



(13) 



'«„ 


«l> 


1 




\dx. 


dy. 


dz 


= 


(p'(dx) , 


(p[dy) , 


(p'idz) 1 





als Bedingung für die gesucht«' Curve. 

K r ü m m u n g s c u r V e einer Oherfläche wird diejenige Curve 
auf der Oberfläche genannt, deren Tangenten sammtlich Tangen- 
ten der Ilauptschnitte der Oberfläche sind. Ist demnach u = o 
die Gleichung einer gegebenen Oberfläche, so ist die Gleichung 
(15) in Verbindung mit der Gleichung der gegebenen Oberfläche 
die Differentialgleichung der Krümmungscurve auf ihr. 

Man erhält die Gleichung einer Oberfläche, welche die ge- 
gebene Oberfläche in ihrer Krümmungscurve schneidet, wenn 
man die Differentialgleichung der Krümmungscurve mit Benutzung 
der Gleichung der gegebenen Oberfläche integrirt. Da die Inte- 
gralgleichung aber eine willkürliche Constante mit sich führt, so 
giebt es unendlich viele Krümmungscurven einer gegebenen Ober- 
fläche. 

Die Differentialgleichung (15) der Krümmungscurve ist zwar 
von der ersten Ordnung, jedoch von dem zweiten Grade. Des- 
halb hat man zwei Systeme Krümmungscurven auf einer gegebe- 
nen Oberfläche, deren Hauptcharakter aus ihrer Construction durch 
die Tangenten der Ilauptschnitte erkennbar ist. Denn betrachten 
wu' die beiden Krünnnungscurven , welche durch einen beliebig 
auf der gegebenen Oberfläche gewählten Punkt gehen, so ist die 
Tangente der einen Krümmungscurve die Tangeute des einen 
Uauptschnittes , und die Tangente der anderen Krümmungscurve 
ist die Tangente des anderen Uauptschnittes. Da diese Tangen- 
ten aber auf einander senkrocht stehen, so haben wir den Satz: 



Kruminungscurveu der Oberflächen. 
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Die Krummungscurven einer Oberfläche sind 
zweifacher Art. Die einen schneiden die anderen 
senkrecht. 

Deshalb wird eine Oberfläche in ihrer ganzen Ausdehnung 
durch die stetige Aufeinanderfolge der beiden Arten Krummungs- 
curven auf ihr in unendlich kleine Rechtecke zertheilt. 

Wenn die Oberfläche zweiter Ordnung ist, so lässt sich die 
Integration der Differentialgleichung ihrer Krununungscurven wirk- 
lich durchfuhren. Wir werden im Folgenden diese Integration 
ausfuhren, um die in der zweiundzwanzigsten Vorlesung gegebene 
Definition der Krummungscurven auf Oberflächen zweiter Ord- 
nung mit der allgemeinen auf Oberflächen überhaupt in Ueber- 
einstimmung zu bringen. 

Vertauschen wir in dieser Absicht die Buchstaben x,t/,z 
mit den Buchstaben j3,,j3, ,j5j, und nehmen an, dass die gege- 



. bene Oberfläche u - 



: ein Ellipsoid sei : 

L ßi' ^ e/ 



«0 + ^0 «1 + ^0 «^ + ^0 



I = 0, 



so wird die durch 4 dividirle Difl'erentialgleichung (lo) der Krum- 
mungscurven auf demselben: 



Po 

«0 + ^0 ' 


ß, 


«j + ^ 


dß„ 


dß,. 


dß. 






«t + ^o 



= 0, 



eine Gleichung, welche, nach (45) der zweiundzwanzigsten Vorle- 
sung durch elliptische Coordinaton ausgedrückt, übergeht in : 

Q{{K-K)KdKdx,+{x^-x^)B,'di,dx,+ {x^-i^)B,\n,dk,} = o. 

Da nun A" eine gegebene constante Grösse ist, so ist dAo = o, 
und die zuletzt angegebene Diflerentialgleichung feducirt sich auf: 

dl^dX^ = 0, 

weiche inlegrirt giebt: 

Aj == C^ oder A.^ =: i\. 

Dieses sind aber die Gleichungen der mit dem gegebenen Ellip- 
soid confocalen Oberflächen zweiter Ordimng, weiche das Eilip- 
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soid nach der erweiterten Definition der Krummungscurven auf 
Oberflächen in den Krummungscurven schneiden, in gleicher 
Weise führt die Dififerentialgleichung der Krümmungseurven auf 
einem der beiden Hyperboloide, ausgedrückt durch elliptische Co- 
oi*diiiaten und integrirt, auf die mit ihnen confocalen Oberflächen. 
Wir können daher mit Recht die KröJimiungscurven auf Ober- 
flächen zweiter Ordnung, wie in der zweiundzwanzigsten Vorle- 
sung geschehen ist, als die Schnittcurven confocaler Oberflächen 
zweiter Ordnung erklären. 



Monge nennt Krummungscurven auf einer gegebenen Ober- 
fläche die stetige Aufeinanderfolge von Punkten, für welche die 
unendlich nahen Normalen der Oberfläche sich schneiden. Wir 
werden durch den Calcul nachweisen, dass diese Art Curven 
mit den in dem Vorhergehenden definlrten Krummungscurven' 
zusammenfallen. 

Wenn wir mit x\y,z die Coordinaten eines Punktes p auf 
der gegebenen Oberfläche u=:.o bezeichnen, so haben wir die 
Gleichungen der Normale in diesem Punkte: 

a: — a = jxMq, 

(16) y - 6 = jxtij. 



Z — C = jLiW, 



2' 



Setzen wir in diesen Gleichungen für x, y, z die Coordinaten 
X + dx, y + dy, z + dz eines dem Punkte p unendlich nahe 
liegenden Punktes q der Oberfläche, so werden die Gleichungen 
der Normale in dem Punkte q: 

X + dx — a z= v[u^ + rfi/J, 

(17) y + dy ^ b =,1/(1/, + du,), 

z + dz — c = v(m, + du^)f 

wenn wir annehmen, dass durch jene Substitution fi in v über- 
gehe. 

Sollen sich diese beiden Normalen schneiden, so müssen ge- 
wisse Werthe von a, b, c den beiden Systemen Gleichungen zu 
gleicher Zeit genügen. Zieht man daher unter* der Voraussetzung, 
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dass a,b, c diese Werthe habeo, dass erste Systeni Gleichungen 
von dem zweiten ab, so erhält man die Bedingungsgleichungen 
für den Punkt q\ 

dx + (fi — v)u^ — vdu i= 0, 
rfy + (f* — v) ti, — vdu^ = 0, 
rf« + (f* — v)tit — vdu^ s= o, 

aus weichen durch Elimination der Unt>ekannten (ft — v) und — v 
die Differentiaigieichung der Cnrven von Monge hervorgeht: 



(18) 



«„, 


«,. 


«t 


dx. 


th/. 


dz 


du„. 


du,, 


du. 



0. 



Bemerkt man aber, dass mit Vernachlässigung der höheren Po- 
tenzen von dx, dy, dz ist: 

(19) ... rfMj = Kj^rfa; + M^rfy + u^^dz := i9'(%)» 

so sieht man, dass die Differentialgleichung (l5) der Krümmungs- 
curven mit der Differentialgleichung (18) der Curven von Monge 
vollkommen übereinstimmt. 
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Dreissigste Vorlesung. 
Das Theorem von Dupin, 



lu der vorhergehenden Vorlesung haben wir durch den Calcul 
nachgewiesen, dass sich die drei Systeme confocaler Oberflächen zwei- 
ler Ordnung in ihren Krümmungscurven schneiden. Diese drei Sy- 
steme Oberflächen zweiter Ordnung schneiden sich senkrecht. 'Die 
Erörterung der Frage , ob diese drei Systeme Oberflächen zwei- 
ter Ordnung sich in ihren Krümmungscurven schneiden , weil 
sie sich senkrecht schneiden, und die Erweiterung der Frage 
auf allgemeine Oberflächen führt zu dem Theorem von Dupin: 

Wenn drei Systeme Oberflächen so beschaffen 
sind, dass durch jeden Punkt des Raumes eine Ober- 
fläche aus jedem der drei Systeme hindurchgeht, 
und wenn sich jene drei durch den beliebigen Punkt 
des Raumes gelegten Oberflächen immer senkrecht 
schneiden, so schneiden sich die drei Systeme Ober- 
flächen gegenseitig in ihren Krümmungscurven. 

Aus diesem Theorem folgt dann ohne Weiteres, dass die 
drei Systeme confocaler Oberflächen zweiter Ordnung sich gegen- 
seitig in ihren Krümmungscurven schneiden, weil sie. sich senk- 
recht schneiden. 

Wir werden die Bedingungen des Theoremes analytisch fest- 
steUen, hierauf aus den Bedingungen weitere Folgerungen ziehen 
und letztere dazu benutzen, um das Theorem selbst zu beweisen. 

Ein System Oberflächen ist im Allgemeinen durch eine Glei- 
chung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes und 
einer willkürlichen Constante gegeben. Diese Gleichung können 
wir uns nach der willkürlichen Constante aufgelöset denken, und 
demnach annehmen, dass die drei Systeme Oberflächen durch 
ihre Gleichungen in der aufgelösten Form gegeben seien: 

(I) u = k\ v = k\ w = k\ 

indem wir unter u, Vy w irgend welche Functionen der Coordina- 
ten X, y, z verstehen und unter A^ X\ A" willkürliche Constanten. 
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In dieser Voraussetzung sind die Bedingungen des Tlieorenies : 

2'ü^0+ ^1^1 + VtW^= 0, 

(2) nfoiio+ WiUi + m^iit^= o, 

wenn wir mit Wq» W|, w^ . . . die partiellen DiflFerentialquotienten 
der Functionen u . . . nach den Variabein »r, y, z bezeichnen. 

Es sind diese Gleichungen identische Gleichungen, weil sie aus- 
drucken, dass die Normalen der drei durch einen beliebigen Punkt 
des Raumes gehenden Oberflächen in diesem Punkte auf einander 
senkrecht stehen. Man kann daher jede von diesen Gleichungen 
partiell nach einer der Variabein differenziren , wodurch man wie- 
der identische Gleichungen erhält. 

Aus der ersten von diesen Gleichungen geht, wenn man mit 
u^l, v^l, w^l die zweiten partiellen DifiFerentialquotienten der Func- 
tionen w, V, w bezeichnet, folgendes System hervor: 

[Voi ^^o + ^n ^i + ^21 ^i) + Ki % + «^n »1 + w^j V«) = ö» 

Zwei andere Systeme Gleichungen erhält man auf gleiche Weise 
durch Differentiation der zweiten und dritten Gleichung (2). 

Um diese drei Systeme identischer Gleichungen in einer über- 
sichtlichen Form darzustellen, führen wir nach der Analogie von 
(21) der achtundzwanzigsten Vorlesung die Bezeiclinungen ein: 

9>(«o» «I. «2) = Woo«o*+ w 1 1 «1*+ u.^at + 2w .2«, ö, + Viu^^a^ a^+ 2Woiöo«i» 

{:\) i/^(«ü,«,,«2)=Vooffo*+»ii«i*+^2«t*+2w,2a,aj+2t;^ajao+2i»o,ao«i, 

;t(«o. öj» «2)=WooV+^ii«i'+«^22«2*+2w,j«ia,+2«;^a2ao+2%4ao«i* 

mit deren Hülfe wir jene drei Systeme identischer Gleichungen nach 
Multiplication mit dem Factor 2 also darstellen: 
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VM + Xi^i) = 0, 

v^'C^t) + xM = 0, 
W xM + 9>i) = 0» 

ZM + ffi^t) = ö, 

9'W+*'(tto) = 0, 

g>'(r,) + t'(ttf) = o. 
Wir führen ferner, um abzukürzen, die Bezeichnungen ein: 

0(v, tv) = Vo^'K) + «'i9>'(«'i) + »t^'W» 
(5j ^(w,i/) = Wot/;'(wJ + w{t\)\u,) + w,if;'(Mg), 

^(w, v) = Mo ;j'(t;o) + ua[Vi) + w« ;:>t)» 
wobei zu bemerken ist, dass: 

(6) [v, w) = {w, v) , W{w, u) = W{u, w) , X{u, v) = X{v, u). 
Aus den Gleichungen (4j setzen wir nun folgende zusammen: 

W{w, u) + X{v, u) = 0, 
(7) X{u,v) + 0(w,v) = 0, 

0(V,W) + ^(m,w) = 0. 

Die erste von (fiesen Gleichungen erhält man nämlich, wenn man 
die drei Gleichungen des ersten Systemes (4) der Reihe nach 
mit u„, Ui, ti, multiplicirt und addirt und so weiter. 

Addirt man zwei von diesen Gleichungen und zieht die dritte 
ab, so erhält man: 
(8) . . . . 0{v, w) == 0, W{w, u) = 0, X(u, v) = 0. 

Diese drei Gleichungen zugleich mit den drei Bedingungs- 
gieichungen (2) des oben angegebenen Theoremes werden nun dazu 
dienen dasselbe zu beweisen. 

Den Be^'feis des Theoremes werden wir in der Weise führen, 
dass wir zeigen, wie die Gleichungen: 
(9) w = A^ V = X\ 
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welche den Gleichungen (-2) und deslialb den Gleichungen (h) genügen, 
auch der Differentialgleichung (i5) in der vorhergehenden Vorle- 
sung der Krummungscurve der ersten Oberfläche m = A° genügen. 
Wenn wir demnach mit K den Ausdruck bezeichnen; 



(10) K = 



d,x, dy, dz 

ip\dx), (p\dy), (p{dz) 
der entwickelt die Gestalt annimmt: 
(I I) K=[u^dz—u^dy)q>{dx)+{u^dx — UQdz)q>{dy)^[uQdy—u^dx)(p{äz), 

so werden wir nachzuweisen haben , dass unter Voraussetzung der 
angeführten Gleichungen (9), (2) und (8) dieser Ausdruck K ver- 
schwindet. 

Differenziren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (9), äo 
erhalten wir: 

Mo^/ar + W|rfy + Wf^^ == ö» 
v^dx + Vxdy + v^dz = o, 

zwei Gleichungen, welche, mit den beiden ersten Gleichungan (S).: 

M(jWo -I- w,w, -I- M,«;, =^ 0, 

^0^0 + t^i^i + v^^t = 

verglichen, beweisen, dass dx : dy : dz := Wq : w^i w, oder dass; 

dx = AWfl, dy z=z Iw^, dz z= kw^^ 

Setzen wir die Werlhe in den Ausdruck (il), so erhalten wir: 

K » f / • 

— =:(m, Wj— MjW, )(p (Wo) + {u^rvo— Uf,w;)(p {fv^)+ (u^^ — M, fVo)g>Xwt), 

Bestimmen wir endlich die Verhältnisse von Vq: v^: e», aus 
der ersten und letzten Gleichung (2), oder mit Einffihrung^eines 
unbestimmten Factors (i jene Grössen selbst: 

K 
und setzen diese Werthe in den zuletzt gegebenen Ausdruck für ^ 

ein , so wird auf Grund der Bezeichnungen (5) : 

(12) Ä'= fik^O{v,rv), 

Da aber nach (8) 0{v, w) verschwindet, so verschwindet auch K, 
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Wir geben schliesslich noch einen zweiten Beweis des Dupin- 
sehen Theoremes gestutzt auf Coordinatentransformation. 

Wir gehen wieder von den drei Systemen Oberflächen (i) aus, 
welche den Bedingungen (2) des Theoremes genügen , woraus die 
Gleichungen (8) eine unmittelbare Folge sind. Wir betrachten aber 
in den Gleichungen (i) die willkürlichen Constanten l^, l\ k" als 
die Coordinaten desjenigen Punktes , im Baume , dem die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z durch die Gleichungen (i) entspre- 
chen, und stellen den Ausdruck (10) IC, der gleich o gesetzt, die 
DifiTerentialgleichung der Krümmungscurve der gegebenen Ober- 
fläche u =z X^ ist, als eine Function der Coordinaten l^, l\ X" und 
ihrei* Differentialen dX^, dX\ dX'' dar. Wenn wit diesen so trans- 
formirten Ausdruck J5!' gleich o setzen, so erhalten wir die Differen- 
tialgleichung der Krümmungscurven auf der gegebenen Oberfläche 
in einer integrirbaren Form, und können daraus die Gleichungen 
der Oberflächen selbst ableiten, welche die gegebene Oberfläche 
in ihren Krümmungscurven schneidet. Es wird sich dann zei- 
gen, dass die hergeleiteten Oberflächen gerade diejenigen sind, 
die durch die Gleichungen v = X' und w = X" mit den willkür- 
lichen Constanten X' und A" analytisch ausgedrückt werden. 

Die drei Gleichungen (1) geben nach den rechtwinkligen Coor- 
dinaten aufgelöset die Werthe derselben als Functionen von 
il°, X\ X'\ Differenziren wir diese Gleichungen, um auch die Dif- 
ferentialquotienten der rechtwinklige» Coordinaten auszudrücken, 
so erhalten wir: 

u^dx -f- Uidy + u^dz_= dX^, 

(13) Vodx + Vxdy -f v^dz = dX\ 

w^dx -\- Tv^dy + w^dz = dX". 

Dieses System von linearen Gleichungen haben wir nach 
dx, dy, dz aufzulösen. Wir behaupten, dass die aufgelösten Glei- 
chungen folgende sind: 



(14) 



. dl« 


+ 


dl 

»0 -JF 


+ 


dl 


, dl» 


+ 


dl' 
V, -p 


+ 


dl' 


dl» 


+ 


dl' 


+ 


dl" 
«', ff.' 
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wenn wir, um abzukürzen , setzen : 

U = V + «.' ■}- u,\ 
(15) F = V + r.* + t>,». 

Denn setzt man die Wcrthe von e/ar, dy, dz aus (14) in (13) ein, und 
vergleicht auf beiden Seiten der Gleichungen die Coefficienten von 
dX^, dX\ dJi\ so erhält man neun Bedingungsgleichungen, von wel« 
clien drei von selber erfüllt werden, während die sechs anderen 
mit den Gleichungen (2) übereinstimmen. 

Um nun die Determinante (10) A^ mit Hülfe von (14) leichter zu 
Iransformiren, bilden wir die Determinante D: 



(16) n = 



Wo, fV^, Wjj 



und stellen das VvoduciKD beider Determinanten als eine Determi- 
nante dar, welche mit Rücksicht auf (l5), (13) und {'2) die Gestalt 
erhält : 



x:d= 



ü, 0, 0, 

(/!«, dX\ dX'\ 

dx qp'(Mo) + dy qp' (m,) doc (p\v^) + dy qp'(i;,) dx (ff'iw^) +dy qp'C«;,) 

+ dztp\ui), +dztp\vi), +dz(p'(wi) 



oder kürzer: 

(17) U 



dX\ dX" I 

dx (p\vo)+ dy qp'(ü, )+ dz qp' (w^) , dx qp' (wo) + dy 9'(w,)+ dz qp'Cw,) I 



Multipliciren wir , um dieses Product weiter zu vereinfachen , die 
Gleichungen (l4) der Reihe nach mit (p\v^, 9>{vi), (piv^), oder mit 
fp'{^o)f <p'{^\)* 9>'(^%)y undaddiren, so erhalten wir auf Grund der 
Gleichungen (8) und mit Rücksicht auf die Bezeichnungen (5) : 

■ rf.r<p'(«,.,) + dy<f>'{v,) + dzv>'(v,) = ^dX'+^^dko. 



if' 
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wodurch der Amdruck (I7) fibergeht in: 

oder : 

(18) irZ> = ?7p^^— *^ dXVr+ \0{u,w)dX'—O{u,v)dt\dk\ 

Hiernach geht die Differentialgleichung .IC = o der Krüm- 
mungscurven der Oberflächen u := l^, für welche X^ eine Con- 
stante ist» aber in: 

(19) dl'dr = 0, 

welche Gleichung integrirt giebt X' oder i" gleich einer willkür- 
.lichen Constanten. 
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